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浙江科技学院第二届高等数学竞赛 
试题及参考答案 

                        2006年 9月 23日 
1．设 ( )f x 在 12x = 的邻域内为可导函数，且

12 12
lim ( ) 0, lim ( ) 1003
x x

f x f x
→ →

′= = ， 

求极限 3
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  解： 3
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=

∫
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∫
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2006100312
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=××=  

2．设 ( )f x 在[0, )+∞ 上可导， (0) 0f = ，反函数为 ( )g x 且
( ) 2

0
( )

f x xg t dt x e=∫ ，求 ( )f x 。 

解：两边对 x求导得， [ ] 2( ) ( ) 2 x xg f x f x xe x e′ = + ， 2( ) 2 x xxf x xe x e′ = + ， 

所以 ( ) 2 x xf x e xe′ = + ，解得， ( ) ( 1) xf x x e C= + + ， 

由 (0) 0f = 可推得， 1C = − ，所以 ( ) ( 1) 1xf x x e= + − 。 

3．计算二重积分 { }2 2max ,x y

D

e dxdy∫∫ ，其中 ( ){ }, 0 1,0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

解：设 ( ){ }1 , 0 1,0D x y x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ ， { }1,10|),(2 ≤≤≤≤= yxxyxD  

则
{ } { } { }2 2 2 2 2 2

1 2

max , max , max ,x y x y x y

D D D

e dxdy e dxdy e dxdy= +∫∫ ∫∫ ∫∫  

∫∫∫∫ +=
2

2

1

2

D

y

D

x dxdyedxdye ∫∫=
x x dyedx

0

1

0

2

∫∫+
y y dxedy

0

1

0

2

 

∫=
1

0

2

2 dxxe x 1−= e  

 4．求幂级数
1 2 1

1

( 1)
(2 1)

n n

n

x
n n

− +∞

=

−
−∑ 的收敛域和和函数 ( )S x 。 

解：由于

2 3

2
1 2 1

( 1)
( 1)(2 1)lim
( 1)

(2 1)

n n

n nn

x
n n x

x
n n

+

− +→∞

−
+ + =
−

−

，所以当 2 1x < 时，原级数绝对收敛， 

当 2 1x > 时，原级数发散，因此原级数的收敛半径为 1， 
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端点 1, 1x = − 处显然收敛，所以收敛域为[ 1,1]− 。  

  记 ( )
1 2

1

( 1)( ) ( 1,1)
2 (2 1)

n n

n

xS x x
n n

−∞

=

−
= ∈ −

−∑ ，则 ( )
1 2 1

1

( 1)( ) ( 1,1)
2 1

n n

n

xS x x
n

− −∞

=

−′ = ∈ −
−∑ ， 

( )1 2 2
2

1

1( ) ( 1) ( 1,1)
1

n n

n
S x x x

x

∞
− −

=

′′ = − = ∈ −
+∑ ， 

由 于 (0) 0, (0) 0S S′= = ， 所 以 20 0

1( ) ( ) arctan
1

x x
S x S t dt dt x

t
′ ′′= = =

+∫ ∫ ，

2

0 0

1( ) ( ) arctan arctan ln(1 )
2

x x
S x S t dt tdt x x x′= = = − +∫ ∫ ， 

 从而
1 2 1

2

1

( 1) 12 ( ) 2 ( arctan ln(1 ))
(2 1) 2

n n

n

x xS x x x x x
n n

− +∞

=

−
= = − +

−∑ ( )[ 1,1]x∈ −  

5．设函数 ( )f x 连续，
1

0
( ) ( )x f xt dtϕ = ∫ ，且

0

( )lim
x

f x A
x→

= （A为常数）， 

求 ( )xϕ′ 并讨论 ( )xϕ′ 在 0x = 处的连续性。 

解：由题设知 (0) 0, (0) 0f ϕ= = ，令u xt= ，得 ( )0
( )

( ) 0

x
f u du

x x
x

ϕ = ≠∫
， 

从而 ( )0
2

( ) ( )
( ) 0

x
xf x f u du

x x
x

ϕ
−

′ = ≠∫
。 

又 0
20 0 0

( )( ) (0) ( )(0) lim lim lim
0 2 2

x

x x x

f u dux f x A
x x x

ϕ ϕϕ
→ → →

−′ = = = =
−

∫
。 

由于 0
20 0

( ) ( )
lim ( ) lim (0)

2 2

x

x x

xf x f u du A Ax A
x

ϕ ϕ
→ →

−
′ ′= = − = =∫

， 

因此 ( )xϕ′ 在 0x = 处是连续的。 

6．设函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 有界且导数连续， 

又对于任意的实数 x有 ( ) ( ) 1f x f x′+ ≤ ，证明： ( ) 1f x ≤ 。 

证明：令 ( ) ( )xF x e f x= ，则 [ ]( ) ( ) ( )xF x e f x f x′ ′= + ，得 ( ) xF x e′ ≤ ， 

即   ( )x xe F x e′− ≤ ≤ ，则 ( )
x x xx xe dx F x dx e dx
−∞ −∞ −∞

′− ≤ ≤∫ ∫ ∫ ， 

即 ( ) lim ( ) ( )x x x x x

x
e e f x e f x e f x e

→−∞
− ≤ − = ≤ ， 

所以 1 ( ) 1f x− ≤ ≤ ，即 ( ) 1f x ≤  

 



浙江科技学院历年高等数学竞赛试题及参考答案 

第 3页，共 13页 

7．设 2 2

0
( ) ( )sin

x nf x t t tdt= −∫ ，其中 0,x ≥ n为正整数，试证明： 

0

1max ( )
(2 2)(2 3)x

f x
n n≤ <+∞

≤
+ +

。 

解： (0) 0f = ，显然满足不等式。当 0x > 时， ( )2 2( ) ( )sin 0nf x x x x x′ = − > ， 

令 ( ) 0f x′ = ，得 0 1x = ， ( 1,2, )kx k kπ= = L  

因为当 1( )x x kπ> ≠ 时， 2( ) 0x x− < ， 2sin 0n x > ，所以在 kx 的左右 

两侧 ( ) 0f x′ < ，因此 kx 不是 ( )f x 的极值点； 

又因为当0 1x< < 时， ( ) 0f x′ > ，当1 x π< < 时， ( ) 0f x′ < ，所以 (1)f 是极大值。 

由极值的唯一性知，
1 12 2 2 2

0 00
max ( ) (1) ( )sin ( )n n

x
f x f t t tdt t t t tdt

< <+∞
= = − ≤ −∫ ∫  

1 1 1
2 2 2 3 (2 2)(2 3)n n n n

= − =
+ + + +

。 

8．设 ( )f x 在[ ]0,π 上连续，在 ( )0,π 内可导， 

且
0 0

( )cos ( )sin 0f x xdx f x xdx
π π

= =∫ ∫ 。求证：存在 (0, )ξ π∈ ，使得 ( ) 0f ξ′ = 。 

解：因为在 ( )0,π 内 sin 0x > ，又已知
0

( )sin 0f x xdx
π

=∫ ， 

若在 ( )0,π 内 ( )f x 恒正，则
0

( )sin 0f x xdx
π

>∫ ， 

若在 ( )0,π 内 ( )f x 恒负，则
0

( )sin 0f x xdx
π

<∫ ， 

说明在 ( )0,π 内 ( )f x 不可能恒正或恒负，因而 ( )f x 在 ( )0,π 内必有零点。 

以下用反证法证明 ( )f x 在 ( )0,π 内零点不惟一。 

设 ( )0,a π∈ 是 ( )f x 的唯一零点，则 x a≠ 且 ( )0,x π∈ 时，有 sin( ) ( )x a f x− 必

恒正或恒负（否则 ( )f x 必另有零点），即
0

( )sin( ) 0f x x a dx
π

− ≠∫ 。 

但由已知， ( )
0 0

( )sin( ) ( ) sin cos cos sinf x x a dx f x x a x a dx
π π

− = −∫ ∫  

0 0
cos ( )sin sin ( )cos 0a f x xdx a f x xdx

π π
= − =∫ ∫ ， 

与上式矛盾，表明 ( )f x 在 ( )0,π 内零点的个数不止一个。于是由罗尔定理知，

在函数 ( )f x 的两个零点之间必然存在导函数的零点， 

即存在 (0, )ξ π∈ ，使得 ( ) 0f ξ′ = 。 
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浙江科技学院第三届高等数学竞赛 
试题及参考答案 

                         2007年 9月 23日 

1．计算极限

2 2

0
20

sin
lim

(1 ) 1

x

xx

t dt

x→ + −
∫

。(10分) 

解： 2

2 22 2

0 0
3ln(1 )0 0

sin sin
lim lim

1

x x

x xx x

t dt t dt

xe +→ →
= =

−

∫ ∫
原式  

2

20

2sin 4 8lim
3 3x

x
x→

= =  

2．设 βαα =
−−∞→ )1(

lim
2007

nn
n

n
 ( β 为非零实数)，求α 及 β 的值。(10分) 

解： αα )1(
lim

2007

−−∞→ nn
n

n α

α

)11(1
lim

2007

n

n
n

−−
=

−

∞→
 

n

n
n 1lim

2007

⋅
=

−

∞→
α

α

n

n
n 1lim
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⋅
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−

∞→
α

α

 

α

α
−

∞→
= 2008lim1 n

n

0, 2008
1 , 2008

, 2008

α

α
α

α

>⎧
⎪⎪= =⎨
⎪
+ ∞ <⎪⎩

，由题设条件 2008=α ，
2008

1
=β 。 

3．证明： 1

1 (1 ) 1, ( 1,0 1)
2

p p
p x x p x− ≤ + − ≤ > ≤ ≤ 。(10分) 

证：设 ( ) (1 ) (0 1)p pf x x x x= + − ≤ ≤ ， 

令 1 1( ) (1 ) 0p pf x px p x− −′ = − − = ， 得驻点
1
2

x = 。 

又 11 1(0) (1) 1, ( ) ( )
2 2

pf f f −= = = ，所以 ( )f x 在 [ ]0,1 的最大值为 1，最小值为 11( )
2

p− ，    

所以 1

1 (1 ) 1
2

p p
p x x− ≤ + − ≤ ⋯⋯10 分 

4．计算不定积分 ∫ +
++ dx

x
xxx

22

2

)1(
)1ln(
。(10分) 

解：原式 ∫ +
+

++
= )1(

)1(
)1ln(

2
1 2

22

2

xd
x

xx
∫ +

++−= 2
2

1
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2
1

x
dxx  

∫
+

+
+
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−= dx

x
x

xx

2
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2
2

2

)1(

1
2
1

1
)1ln(

2
1  

又 ∫
+

dx
x 2

3
2 )1(

1
∫= dt

t
t

3

2

sec
sec

∫= tdtcos ct += sin c
x

x
+

+
=

21
，  
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从而 ∫ +
++ dx

x
xxx

22

2

)1(
)1ln(

2
1

1
)1ln(

2
1

2

2

+
+

++
−=

x
xx C

x
x

+
+ 21

 

5．设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上连续且非负，且 xdttxfxf
x 2

0
sin)()( =−∫ ， 

   求 )(xf 在 ],0[ π 上的平均值。(10分) 

解：令 ∫ −=
x

dttxfxF
0

)()( ，则 ∫=
x

duufxF
0

)()( ， )()( xfxF =′ ， 所求平均值为
π
π )(F
。 

题设条件变形为 xxFxf 2sin)()( = ，两边积分，得 ∫∫ = xdxdxxFxf 2sin)()( ，  

∫∫ −= dxxxdFxF )2cos1(
2
1)()( ，解得 CxxxF +−= 2sin

2
1)(2 ，  

又 0)0( =F ，所以 xxxF 2sin
2
1)(2 −= ，故 ππ =)(2F ， 

又 0)( ≥xf ，所以 ππ =)(F ，从而所求平均值为
ππ

π 1)(
=

F
。 

6．证明曲面 )(
x
yxfz = 上任一点的切平面都经过坐标原点。(10分) 

解：因为 )()(
x
yf

x
y

x
yf

x
z ′−=

∂
∂

， )(
x
yf

y
z ′=
∂
∂

， 

设 ),,( 0000 zyxP 是曲面上任意一点，则曲面在点 ),,( 0000 zyxP 的切平面方程为： 

))](()([ 0
0

0

0

0

0

0 xx
x
yf

x
y

x
yf −′− ))(( 0

0

0 yy
x
yf −′+ 0)( 0 =−− zz   

将原点坐标 )0,0,0( 代入切平面方程，得 

))](()([ 0
0

0

0

0

0

0 x
x
yf

x
y

x
yf −′− 0)( 00

0

0 =+′− zy
x
yf 方程成立， 

故曲面 )(
x
yxfz = 上任一点的切平面都经过坐标原点。 

7．计算二重积分 2

0 1
0 1

| | max{ , }
x
y

y x x y dxdy
≤ ≤
≤ ≤

−∫∫ 。(10分) 

解：将积分区域分为三个区域 ,,, 321 DDD 其中 1D ： 1,10 ≤≤≤≤ yxx ， 

2D ： xyxx ≤≤≤≤ 2,10 ， 3D ： 20,10 xyx ≤≤≤≤ ， 

从而 ∫∫
≤≤
≤≤

−

10
10

2 },max{||

y
x

dxdyyxxy ∫∫ −=
1

)( 2

D

ydxdyxy ∫∫ −+
2

)( 2

D

xdxdyxy ∫∫ −+
2

)( 2

D

xdxdyyx  

∫∫ −=
1 221

0
)(

x
dyyxydx

2

1 3

0
( )

x

x
dx xy x dy+ −∫ ∫ ∫∫ −+

2

0

31

0
)(

x
dyxyxdx 22 1 1

120 120 12
= + +

11
40

= 。 
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8．计算曲线积分 ∫ +−
−−

L yx
dyxydx
22)1(

)1(
，其中 L为曲线 2|||| =+ yx 的正向。(10分) 

解：这里 2222 )1(
1,

)1( yx
xQ

yx
yP

+−
−

−=
+−

= ，
x
Q

yx
yx

y
P

∂
∂

=
+−
−−

=
∂
∂

222

22

])1[(
)1(

， QP,

及其偏导数在 L所围的闭区域上除点 )0,1( 外处处连续，在 L所围的闭区域内以点

)0,1( 为圆心，作一半径适当小的圆C
⎩
⎨
⎧

=
+=

tRy
tRx

sin
cos1
，并取其逆时针方向。 

由格林公式 ∫ +−
−−

L yx
dyxydx
22)1(

)1(
∫ +−

−−
=

C yx
dyxydx
22)1(

)1(
∫ −−=

C
dyxydx

R
)1(1

2  

∫ −−=
π2

0

2222
2 )cossin(1 dttRtR

R
π2−= 。 

9．将函数
2

2

2 2( )
2

x xf x
x x
+ −

=
− −

展开为 x的幂级数。(10分) 

解：
2

2

2 2( )
2

x xf x
x x
+ −

=
− −

2

2

2 3
2

x x x
x x
− − +

=
− − 2

31
2

x
x x

= +
− −

2 11
2 1x x

= + +
− +

 

1 11
11

2
x x

= − +
+− 0 0

1 ( 1)
2

n
n n

n
n n

x x
∞ ∞

= =

= − + −∑ ∑
0

11 [( 1) ]
2

n n
n

n
x

∞

=

= + − −∑ ， 1|| <x 。 

（或
1

11 [( 1) ]
2

n n
n

n
x

∞

=

+ − −∑ ， 1|| <x ） 

10．设数列{ } { }nn nax = ，级数∑
∞

=
−−

1
1 )(

n
nn aan 均收敛，证明级数∑

∞

=1n
na 收敛。(10分) 

证：令 ∑
=

−−=
n

k
kkn aakS

1
1 )( ， 则 1231201 3322 −−++−+−+−= nnn nanaaaaaaaS L  

nn naaaaa +−−−−−= −1210 L n

n

k
k naa +−= ∑

−

=

1

0
， 从而 nn

n

k
k Snaa −=∑

−

=

1

0
，  

因为级数∑
∞

=
−−

1
1 )(

n
nn aan 收敛，所以{ }nS 收敛，令 SSnn

=
∞→

lim ，  

又{ } { }nn nax = 收敛，令 Anann
=

∞→
lim ，⋯⋯8分 

因此 SASnaa nnn

n

k
kn

−=−=
∞→

−

=
∞→ ∑ )(limlim

1

0
，所以级数∑

∞

=0n
na 收敛，  

故级数∑
∞

=1n
na 收敛。 
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浙江科技学院第四届高等数学竞赛 
试题及参考答案 

                        2008年 9月 20日 

1、计算 lim
x

x x x
→+∞

+ − 。(10分)  

解： lim
x

x x x
→+∞

+ −
( )lim

x

x x x x x x

x x x→+∞

+ − + +
=

+ +
 

lim
x

x

x x x→+∞
=

+ +

1lim
11 1

x

x

→+∞
=

+ +

1
2

= 。 

2、求不定积分
9

5 1
x dx

x +
∫ 。(10分) 

解：
9

5 1
x dx

x +
∫

5
5

5

1 ( 1)
5 1

x d x
x

= +
+

∫
5

5

5

1 1 1 ( 1)
5 1

x d x
x
+ −

= +
+

∫  

5 5

5

1 1( 1 ) ( 1)
5 1

x d x
x

= + − +
+

∫  
3 1

5 52 21 2[ ( 1) 2( 1) ]
5 3

x x C= + − + + 。 

3、计算 2 2 4( 2 ) ( )
L

I x xy dx x y dy= + + +∫ ，其中 L为 

由点 (0,0)O 到点 (1,1)A 的曲线 sin( )
2

y xπ
= 。(10分) 

解: 由 2 2 4( 2 ) ( )
L

I x xy dx x y dy= + + +∫ 知 

2( 2 ) 2P x xy x
y y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
， 2 4( ) 2Q x y x

x x
∂ ∂

= + =
∂ ∂

， 

故
P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
，故

1 12 4

0 0

23(1 )
15

I x dx y dy= + + =∫ ∫  

4、证明：(1)   1 ,xe x x R≥ + ∈ ； (7分) 

(2) 设 ( )f x 在[0,1]上连续，试证
1 1( ) ( )

0 0
1f x f yI e dx e dy−= ≥∫ ∫ 。(8分)  

证：(1) 令  ( )  1 ,xg x e x x R= − − ∈ ， 则 ( )  1xg x e′ = − ， 

当 0x < 时，  ( ) 0g x′ < ，当 0x > 时， ( ) 0g x′ > ，所以 0x = 是 ( )g x 的最小值，

从而  ( ) (0) 0,g x g x R≥ = ∈ ，即  1 ,xe x x R≥ + ∈ 成立。 

x

y

o 1

1
A
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(2) 解一：
1 1( ) ( )

0 0

f x f yI e dx e dy−= ∫ ∫ ( ) ( )f x f y

D

e dxdy−= ∫∫ ， : 0 1 0 1D x y≤ ≤ ≤ ≤， ， 

由(1)知 
1 1( ) ( )

0 0

f x f yI e dx e dy−= ∫ ∫ ( ( ) ( ) 1)
D

f x f y dxdy≥ − +∫∫  

1 1 1 1

0 0 0 0
( ) ( ) 1

D

f x dx dy f y dy dx dxdy= − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ 。 

(2)解二： 
( ) ( )

( ) ( )2
f x f y

f y f x
D D

e eI dxdy dxdy
e e

= +∫∫ ∫∫
( ) 2 ( ) 2

( ) ( )

[ ] [ ]f x f y

f x f y
D

e e dxdy
e e

+
=

⋅∫∫    

2
D

dxdy≥ ∫∫ 2= ，所以 1I ≥ 。    

5、证明：若 ( , )F u v 具有连续偏导数，则曲面 : ( , ) 0S F nx lz ny mz− − = 上 

任意一点的切平面都平行于直线 : x y zL
l m n
= = 。   (12分) 

证明：曲面 S上任意一点 0 0 0 0( , , )P x y z 处切平面的法向量为： 

{ }
0

, ,u v u v P
n nF nF lF mF′ ′ ′ ′= − −
r

，直线 L的方向向量为 { }, ,s l m n=
r

， 

因为 0u v u vn s lnF mnF nlF nmF′ ′ ′ ′⋅ = + − − ≡
r r

，所以n s⊥
r r  

因此曲面 S上任意一点 0 0 0 0( , , )P x y z 处切平面都平行于直线 L。 

6、已知 arcsiny x= ，(1) 证明 2(1 ) 0x y xy′′ ′− − = ； (7分) 

(2) 求 ( ) (0)ny 。 (8分) 

(1)  
2

1
1

y
x

′ =
−

Q ， 3
2 2(1 )

xy
x

′′ =
−

， 2(1 ) 0x y xy′′ ′∴ − − =   

(2)  在(1)中的等式两边求 n阶导数，并用莱布尼茨公式得 
2 ( 2) ( 1) ( ) ( 1) ( )[(1 ) 2 ( 1) ] [ ] 0, ( 0)n n n n nx y nxy n n y xy ny n+ + +− − − − − + = ≥  

令 0x = ，得 ( 2) 2 ( )
0 0

n n
x x

y n y+

= =
= ，利用此递推公式及

0 0
1, 0

x x
y y

= =
′ ′′= = 得 

( )
2

0, 2
(0)

[(2 1)!!] , 2 1
n n m

y
m n m

=⎧
= ⎨

− = +⎩
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7、设有两抛物线 2 1y nx
n

= + 和 2 1( 1)
1

y n x
n

= + +
+
，记它们交点横坐标的 

绝对值为 nx ，(1)求这两条抛物线所围成的平面图形的面积 ns ；(8分) 

(2)求级数
1

n

n n

s
x

∞

=
∑ 的和。(8分) 

解：(1) 两抛物线交点横坐标的绝对值为 1
( 1)nx

n n
=

+
，  由对称性， 

1
2 2( 1)

0

1 12 [ ( 1) ]
1

n n
ns nx n x dx

n n
+= + − + −

+∫
1

2( 1)
0

12 [ ]
( 1)

n n x dx
n n

+= −
+∫ 3

2

4 1
3

[ ( 1)]n n
=

+
。 

(2) 
1

n

n n

s
x

∞

=
∑

1
lim

n
k

n k k

s
x→∞

=

= ∑
1

4 1lim
3 ( 1)

n

n k k k→∞
=

= ⋅
+∑ 4 1 4lim [1 ]

3 1 3n n→∞
= − =

+
 

8、证明：若在 (0, )+∞ 上 ( )f x 为连续函数，且对任何 0a > 均有 

( ) ( )
ax

x
g x f t dt= ≡∫ 常数， (0, )x∈ +∞ 。则 ( ) , (0, )cf x x

x
= ∈ +∞ ，c为常数。(12分) 

证：由题设知，当 (0, )x∈ +∞ 时， ( ) ( ) ( ) 0g x af ax f x′ = − = ， 

于是，对于任何 0a > 有 ( ) ( )f x af ax= ， (0, )x∈ +∞ ， 

特别地对任一 0x > ，令
1a
x

= ，则有
1( ) (1) cf x f
x x

= = ，这里 (1)c f= 为常数。 
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浙江科技学院第五届高等数学竞赛 
试题及参考答案 

                        2009年 9月 26日 

1. 计算 
12 1lim ( )

x
x

x x→+∞

−     （10分） 

解  
12 1lim ( )

x
x

x x→+∞

− 1 2 1 1 2 1ln lim ln
lim

x x

xx x x x
x

e e →+∞

− −

→+∞
= =   

ln(2 1) lnlim
x

x

x
xe →+∞

− −

=  

2 ln2 1lim ( )
2 1

x

xx xe →+∞
−

−=  ln2 2e= = ．  

2. 设 ( )g x 有连续的二阶导数，当 0x → 时，函数 2 2

0
( ) ( ) ( )

x
f x x t g t dt′′= −∫ 的

导数与 2x 是等价无穷小，求 (0)g′′ ．  （10分） 

解  由条件得 20

( )lim 1
x

f x
x→

′
= ， 2 2

0 0
( ) ( ) ( )

x x
f x x g t dt t g t dt′′ ′′= −∫ ∫ ， 

2 2

0 0
( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

x x
f x x g t dt x g x x g x x g t dt′ ′′ ′′ ′′ ′′= + − =∫ ∫  

所以 20

( )1 lim
x

f x
x→

′
= 0

0

2 ( )
lim

x

x

g t dt

x→

′′
=

∫
x

g x g
0

2 ( )lim 2 (0)
1→

′′
′′= = ，故

1(0)
2

g′′ = ． 

3. 计算积分 
5

8 1
x x dx
x
−
+∫        （10分） 

解    令 2t x= ，则
5

8 1
x x dx
x
−
+∫

2

4

1 1
2 1

t dt
t
−

=
+∫  

2

2 2

1 1
2

t dt
t t

−

−

−
=

+∫  

 ( )
( )

1
1 2

1 1
2 2

d t t
t t

−
−= +

+ −∫ ln | |
1

1

1 2
4 2 2

t t c
t t

−

−

+ −
= +

+ +
ln | |

4 2

4 2

1 2 1
4 2 2 1

x x c
x x

− +
= +

+ +
  

4. 证明：当 0x > 时，
3 3 5

sin
6 6 120
x x xx x x− < < − + （15分） 

证一 令
3

( ) sin
6
xf x x x= − − ，则

2

( ) 1 cos
2
xf x x′ = − − ， ( ) sinf x x x′′ = − ， 

 当 0x > 时，恒有 sin x x< ，故当 0x > 时， ( ) sin 0f x x x′′ = − < ，因此 ( )f x′ 在

[0, )+∞ 上单调减少．所以当 0x > 时， ( ) (0) 0f x f′ ′< = ，因此 ( )f x 在[0, )+∞ 上
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单调减少．从而当 0x > 时， ( ) (0) 0f x f< = ，即
3

sin
6
xx x− <  

令
3 5

( ) sin
6 120
x xg x x x= − + − ，

2 4

( ) 1 cos
2 24
x xg x x′ = − + − ， 

3

( ) sin ( )
6
xg x x x f x′′ = − + + = −     

由前述证明可知，当 0x > 时， ( ) ( ) 0g x f x′′ = − > ，所以 ( )g x′ 在[0, )+∞ 上单调增

加，从而当 0x > 时， ( ) (0) 0g x g′ ′> = ，所以 ( )g x 在[0, )+∞ 上单调增加 

因此，当 0x > 时， ( ) (0) 0g x g> = ，即 
3 5

sin
6 120
x xx x< − +  

即当 0x > 时，
3 3 5

sin
6 6 120
x x xx x x− < < − +  

证二  当 0x > 时，恒有 sin x x< ， 

 上式两边在[ , ]0 x 上积分，
0 0

sin
x x

xdx xdx<∫ ∫ ，  得 211 cos
2

x x− <   

 两边继续积分得 31sin
6

x x x− < ， 即 
3

sin
6
xx x− <    

 两边继续积分得 3

0 0

1( ) sin
6

x x
x x dx xdx− <∫ ∫ ，即 2 41 1 1 cos

2 24
x x x− < −   

 两边再积分一次得 3 51 1 sin
6 120

x x x x− < − ，即 
3 5

sin
6 120
x xx x< − +    

故当 0x > 时 ， 
3 3 5

sin
6 6 120
x x xx x x− < < − +  

5. 计算 [ 1]
D

I y x dσ= − +∫∫ ，其中D： 由直线 0, 2x y= = 和 y x= 围成，[ ]x 表示

不超过 x的最大整数． (10分) 

解  在 D上， 1 1 3y x≤ − + ≤ ，  如图 1 2D D D= +    

  
1 2

[ 1] [ 1]
D D

I y x d y x dσ σ= − + + − +∫∫ ∫∫   

y x=
2D

1D1

2
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1 2

2
D D

d dσ σ= +∫∫ ∫∫
2D D

d dσ σ= +∫∫ ∫∫ = 1 52
2 2

+ =                                       

6. 计算 2 22L

ydx xdyI
x y
−

=
+∫� ，其中 L为星形线

2 2 2
3 3 3x y a+ = ( 0)a > 沿逆时针方向．(15分) 

解  记 2 2 2 2,   
2 2

y xP Q
x y x y

−
= =

+ +
，则 

2 2
2 2

2 2 2

2 ( 0)
(2 )

P x y Q x y
y x y x

∂ − ∂
= = + ≠

∂ + ∂
   

 作椭圆 :1L 2 2 22 ( 0)x y r r+ = > （取逆时针方向）并使 1L 含在 L内，       

记 L与 L1所围的复连通区域为 D, 由格林公式得  

1
2 2 0

2L L

ydx xdyI
x y−+

−
= =

+∫� ，即 
1

2 2 2 2 0
2 2L L

ydx xdy ydx xdy
x y x y−

− −
+ =

+ +∫ ∫� �  

 故  
1

2 2 2 22 2L L

ydx xdy ydx xdy
x y x y
− −

=
+ +∫ ∫� �

1
2

1
L

ydx xdy
r

= −∫�   

1

2

1 2
D

dxdy
r

= − ∫∫
Green公式

 ( 1D 为 1L 所围的区域) 2π= −  

7. 设 ( )f x 在[0,1]上有二阶导数，且 (0) (1) 0f f= = ，试证：存在 (0,1),ξ ∈ 使得 

2 ( )( )
1
ff ξξ
ξ
′

′′ =
−

． (15分) 

证明  由条件知，在[0,1]上， ( )f x 满足罗尔定理的条件，  

故必存在 x0 (0,1)∈ ，使  0( ) 0f x′ =   

   令 2( ) (1 ) ( )G x x f x′= − ， 有 0( ) (1) 0G x G= = ， 在 x0[ ,1]上， ( )G x 满足

罗尔定理的条件，  故必存在 x0( ,1) (0,1)ξ ∈ ⊂ ，使  ( ) 0G ξ′ =  

又 2( ) (1 ) ( ) 2(1 ) ( )G x x f x x f x′ ′′ ′= − − − ， 

 故 2(1 ) ( ) 2(1 ) ( ) 0f fξ ξ ξ ξ′′ ′− − − = ， 因为 1 0ξ− ≠ ， 

所以有 (1 ) ( ) 2 ( ) 0f fξ ξ ξ′′ ′− − = ，即  2 ( )( )
1
ff ξξ
ξ
′

′′ =
−

  

 

1D
0

y 

x

L

D 1L
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8. 设 1 1
1 12, ( )
2n n

n

u u u
u+= = + ，证明：(1) lim nn

u
→∞

存在；(2)级数
1 1

( 1)n

n n

u
u

∞

= +

−∑ 收敛．(15分) 

证明 （1）  1
1 1( ) 1
2n n

n

u u
u+ = + ≥ ，又  1

1 1 1( ) ( )
2 2n n n n n

n

u u u u u
u+ = + ≤ + =   

     所以数列 { } nu 单调递减且有界，故 lim nn
u

→∞
存在.   

（2） 由（1）可设 lim nn
u a

→∞
=  ， 且 

1

1 0n

n

u
u +

− ≥   

又 1
1

1 1

1n n n
n n

n n

u u u
u u

u u
+

+
+ +

−
− = ≤ −    ①    

级数 1
1
( )n n

n
u u

∞

+
=

−∑ 的前 n项和 1 2 2 3 1 1 1( ) ( ) ( )n n n nS u u u u u u u u+ += − + − + + − = −L  

所以， 1 1 1lim lim( )n nn n
S u u u a+→∞ →∞

= − = −  

即级数 1
1
( )n n

n
u u

∞

+
=

−∑ 收敛，由① 式及由比较审敛法，原级数
1 1

( 1)n

n n

u
u

∞

= +

−∑ 收敛. 

 


