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2010年研究生入学考试数学二试题 

 
一、选择题：1～8小题，每小题 4分，共 32分. 在每小题给出的四个选项中，只有一项符
合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内. 

（1）函数 ( )
2

2 2

11
1

x xf x
x x
−

= +
−

的无穷间断点的个数为 

（A） 0   （B） 1 （C）2  （D） 3    [     ] 
【分析】先写出函数的无定义点，然后根据间断点定义判断。 

【详解】显然函数 ( )f x 在 0, 1x x= = ± 无定义. 

         
2

2 2 20 0

1 1lim 1 lim 1 1
1x x

x x x
x x x+ +→ →

−
+ = + =

−
， 

         
2

2 21

1 2lim 1
1 2x

x x
x x→

−
+ =

−
，

2

2 21

1lim 1
1x

x x
x x→−

−
+ = ∞

−
。 

        所以 ( )f x 的无穷间断点的个数为 1，故选（B）。 

【评注】本题求函数的无穷间断点，为基础题型。        
          

类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 1讲【例 4】【例 5】；2009版《数学复
习指南》（理工类）第 1篇第 1章【例 1.39】，精选习题一第 3小题（4）；《考研数学核心题
型》第 1篇第 1章【例 43】，【例 44】. 

（2）设 1 2,y y 为一阶线性非齐次微分方程 ( ) ( )y p x y q x′ + = 的两个特解，若 ,λ µ 使

1 2y yλ µ+ 为该方程的解， 1 2y yλ µ− 为该方程对应齐次方程的解，则 

（A）
1 1,
2 2

λ µ= =        （B）
1 1,
2 2

λ µ= − = −  

（C）
2 1,
3 3

λ µ= =        （D）
2 2,
3 3

λ µ= =                              [     ] 

【分析】利用微分方程解的性质求解即可。 

【详解】因为 1 2,y y 为一阶非齐次线性微分方程 ( ) ( )y p x y q x′ + = 的两个特解,所以 

             ( ) ( )1 1y p x y q x′ + = , ( ) ( )2 2y p x y q x′ + = .  (*) 

       1 2y yλ µ+ 为该方程的解,则 

       ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2y y p x y y q xλ µ λ µ′+ + + = , 

       将(*)代入上式可得 1λ µ+ =         (**) 
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       1 2y yλ µ− 为该方程对应齐次方程的解,则 

                       ( ) ( )( )1 2 1 2 0y y p x y yλ µ λ µ′− + − =  

       将(*)代入上式可得 0λ µ− = .      (***) 

       由(**)和(***)可得
1
2

λ µ= = ,故选(A). 

【评注】设 1, , sx x" 为 Ax b= 的解，则对于常数 1, , sk k" ， 

        ① 若 1 1sk k+ + =" ，则 1 1 s sk x k x+ +" 为 Ax b= 的解； 

 ② 若 1 0sk k+ + =" ，则 1 1 s sk x k x+ +" 为 0Ax = 的解. 

  类似例题见 2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 5章【例 5.17】;《考研数
学基础讲义》（理工类）第 1篇第 11章【例 11.9】. 

（3）曲线 2y x= 与 ( )ln 0y a x a= ≠ 相切，则 a =  

（A） 4e     （B）3e   （C）2e   （D） e      [     ] 
【分析】由两曲线相切可得两曲线在切点的导数相同，且切点满足两曲线方程。 

【详解】设切点为 ( )0 0,x y ,则 ( )0 0,x y 满足 

             

2
0 0

0 0

0
0

ln 2e

2

y x
y a x a

ax
x

⎧
⎪ =⎪⎪ = ⇒ =⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

,故选(C). 

【评注】本题已知两曲线相切，求曲线方程中的常数。本题为基础题型。         
    

 

（4）设 ,m n均是正整数,则反常积分
( )2

1

0

ln 1
d

m

n

x
x

x

−
∫ 的收敛性 

（A）仅与m的取值有关    （B）仅与n的取值有关 
（C）与 ,m n的取值都有关  （D）与 ,m n的取值都无关     [     ] 

【分析】因为
( )2

1

ln 1
lim

m

nx

x

x→

−
不存在，所以 1x = 为瑕点。而 0x = 是否为瑕点，要看

( )2

0

ln 1
lim

m

nx

x

x→

−
是否存在。 
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【详解】
( ) ( ) ( )2 2 211 1

2
10 0
2

ln 1 ln 1 ln 1
d d d

m m m

n n n

x x x
x x x

x x x

− − −
= +∫ ∫ ∫  

因为 0x → 时，
( )2 2 1ln 1m

m n
n

x
x

x
−−

∼ ，因为 ,m n是正整数，所以 2 1 1
m n
− > − ， 

若
2 1 0
m n
− < ，则 0x = 为瑕点，则一定存在常数 p满足 2 10 1p

m n
< − < < ，

使得 

( )2 2 1

0 0

ln 1
lim lim 0

m pp m n
nx x

x
x x

x+ +

+ −

→ →

−
= = ， 

于是
( )21

2
0

ln 1
d

m

n

x
x

x

−
∫ 收敛。 

    下面考虑反常积分
( )2

1
1
2

ln 1
d

m

n

x
x

x

−
∫ ， 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 21 2
2

1 1

ln 1 1 ln 1
lim 1 lim 0

1

mm
m

nx x

x x x
x

x− −→ →

− − −
− = = ， 

而
10 1

2m
< < ，所以

( )2
1
1
2

ln 1
d

m

n

x
x

x

−
∫ 收敛， 

故反常积分
( )2

1

0

ln 1
d

m

n

x
x

x

−
∫ 的收敛性与 ,m n都无关，即选（D）。 

【评注】对瑕点为 x b= 的瑕积分 ( )d
b

a
f x x∫ ，设 ( )f x 在[ , )a b 上连续，且 ( ) 0f x ≥ ，有

如下判敛准则： 

①�  若 lim( ) ( ) ,  0 ,  0 1m

x b
b x f x k k m

−→
− = ≤ < +∞ < < ，则 ( )d

b

a
f x x∫ 收敛； 

②  若 lim( ) ( ) ,  0 ,  1m

x b
b x f x k k m

−→
− = < ≤ +∞ ≥ ，则 ( )d

b

a
f x x∫ 发散。 

     本题超纲. 相关判敛准则可见各教材。 
 

（5）设函数 ( ),z z x y= 由方程 , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

确定 ,其中 F 为可微函数 ,且 2 0F ′ ≠ ,则

z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 

（A） x     （B） z   （C） x−   （D） z−      [     ] 
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【分析】利用隐函数求导法计算。 

【详解】 , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

两边对 x求导得 

                 1 2
1 22 2

2

0x
x

z yF zFy zF F z
x x x xF

⎛ ⎞′ ′ ′+⎛ ⎞′ ′ ′⋅ − + ⎜− + ⎟ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
； 

       , 0y zF
x x

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

两边对 y求导得 

1
1 2

2

1 0y
y

z FF F z
x x F

⎛ ⎞′ ′⎛ ⎞′ ′ ′⎜ ⎟⋅ + = ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。 

        故
z zx y z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

，即选（B）。 

【评注】本题求多元隐函数的偏导数，由题设可知， z为因变量， ,x y为自变量，为基本题
型。        
完全类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 9讲【例 11】；2009版《数

学复习指南》（理工类）第 1篇第 9章【例 9.26】；《考研数学核心题型》（理工类）
第 1篇第 9章【例 17】. 

 

（6）
( )( )2 2

1 1
lim

n n

n i j

n
n i n j→∞

= =

=
+ +

∑∑  

（A）
( )( )

1

20 0

1d d
1 1

x
x y

x y+ +∫ ∫     （B）
( )( )

1

0 0

1d d
1 1

x
x y

x y+ +∫ ∫  

（C）
( )( )

1 1

0 0

1d d
1 1

x y
x y+ +∫ ∫      （D）

( )( )
1 1

20 0

1d d
1 1

x y
x y+ +∫ ∫     [     ] 

【分析】本题利用定积分的极限定义即得。 

【详解】
( )( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1

1lim lim
n n n n

n ni j i j

n n
n in i n j n j→∞ →∞

= = = =

=
++ + +

∑∑ ∑ ∑  

1 1

2 20 0
1 1

1 1 1 1 1 1lim d d
1 11 1

n n

n i j
x yi n n x yj

n n

→∞
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ + +⎛ ⎞⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∫ ∫  

( )( )
1 1

20 0

1d d
1 1

x y
x y

=
+ +∫ ∫ ，故选（D）。 

【评注】定积分是利用和式极限定义的，反过来，某些和式极限可利用定积分表示。 
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            若每项提出
b a

n
−
或

1
n
后，n项和可写成

1

( )n

i

i b af a
n=

−⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 或

1

1( )
n

i
f

n=
∑ 的形

式，则 

1
lim ( )d

n b

an i

b a b af a i f x x
n n→∞

=

− −⎛ ⎞+ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫ ，特别
1

0
1

1lim ( )d
n

n i

if f x x
n n→∞

=

⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫ 。 

      类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 1讲【例 26】；2009版《数
学复习指南》（理工类）第 1篇第 1章【例 1.18】；《考研数学核心题型》（理工类）
第 1篇第 1章【例 34】【例 35】 

 

（7）设向量组（Ⅰ） 1 2, , , rα α α" 可由向量组（Ⅱ） 1 2, , , sβ β β" 线性表示，则 

（A）若向量组（Ⅰ）线性无关，则 r s≤    （B）若向量组（Ⅰ）线性相关，则 r s>  
（C）若向量组（Ⅱ）线性无关，则 r s≤    （D）若向量组（Ⅱ）线性相关，则 r s>                
                                                                      [     ] 
【分析】利用向量组的秩的相关结论即可。 

【详解】向量组（Ⅰ） 1 2, , , rα α α" 可由向量组（Ⅱ） 1 2, , , sβ β β" 线性表示，则 

              ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,r sr r sα α α β β β≤ ≤" " ， 

        对选项（A），若向量组（Ⅰ）线性无关，则 ( )1 2, , , rr rα α α =" ， 

故 r s≤ ，即选（A） 
【评注】本题考查向量组的线性相关性，为基础题型。 

“ 1, , sα α"  线性无关，且 1, , sα α" 可由 1, , tβ β" 线性表出，则 s t≤ ”是一个常

用的结论，需熟记。         
    完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 2篇第 16章【例 15（5）】. 

 

（8）设 A为 4阶实对称矩阵,且 2A A O+ = ,若 A的秩为 3 ,则 A相似于 

（A）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    （B）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

（C）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  （D）

1
1

1
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     [     ] 

【分析】实对称矩阵可相似于由其特征值组成的对角阵，所以本题的关键是求出其特征值。 
【详解】因为 A为 4阶实对称矩阵，所以 A必可相似对角化，且 A的特征值全为实数。 
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         设λ为 A的特征值，则 2 0 0, 1λ λ λ λ+ = ⇒ = = − 。又 A的秩为 3，则 A的特征

值为 1, 1, 1,0− − − ，故选（D）。 

【评注】 本题综合考查了实对称矩阵可相似对角化，特征值的性质和矩阵的秩等多个知识
点。             
完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 2篇第 18章【例 3】；类似

例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 5讲【例 14】；2009版《数学复习指南》
（理工类）第 2篇第 5章【例 5.3】. 

 
二、填空题：9～14小题，每小题 4分，共 24分. 把答案填在题中横线上. 

（9）3阶常系数线性齐次微分方程 2 2 0y y y y′′′ ′′ ′− + − = 的通解为__________. 

【分析】利用特征根与方程的通解之间的关系求解即可。 

【详解】对应的特征方程为
3 22 2 0 2, iλ λ λ λ λ− + − = ⇒ = = ± ,故通解为 

                            2
1 2 3e cos sinxy C C x C x= + + . 

【评注】本题求 3阶常系数线性齐次微分方程的通解，为基础题型。需熟记常系数齐次微分
方程（*）的特征根与方程的通解之间的关系。 
完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 7章【例 17】；类似

例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 7讲【例 11】；2009版《数学复习指南》
（理工类）第 1篇第 5章【例 5.14】，精选习题七第 8小题. 

 

（10）曲线
3

2

2
1

xy
x

=
+
的渐近线方程为__________. 

【分析】按渐近线的定义求解。 

【详解】
3

2

2lim lim
1x x

xy
x→∞ →∞

= = ∞
+

，所以曲线无水平渐近线；显然曲线无垂直渐近线。 

又
( )

3

2

2lim lim 2
1x x

y xa
x x x→∞ →∞

= = =
+

, 

          ( )
3

2 2

2 2lim 2 lim 2 lim 0
1 1x x x

x xb y x x
x x→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ −
= − = − = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

, 

         所以所求渐近线方程为 2y x=  

【评注】本题求曲线的渐近线，为基础题型。 
完全类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 6讲【例 11】,【例 12】；

《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 6章【例 13】,【例 15】； 2009版《数学
复习指南》（理工类）第 1篇第 6章【例 6.31】. 
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（11）函数 ( )ln 1 2y x= − 在 0x = 处的 n阶导数 ( ) ( )0ny = ________. 

【分析】本题求函数在一点的高阶导数。可利用递推式求解。 

【详解】
( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

2 3 4
4

2 3 4

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 3
, , ,

1 2 1 2 1 2 1 2
y y y y

x x x x
− − − ⋅ − ⋅ ⋅

′ ′′ ′′′= = = =
− − − −

, 

         依此类推,得 ( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 !
1 2

n
n

n

n
y

x
− ⋅ −

=
−

,所以 ( ) ( ) ( )0 2 1 !n ny n= − ⋅ −  

【评注】本题还可用函数的麦克劳林展开式求解，如下： 

( )ln 1 2y x= − 的麦克劳林展开式为

( ) ( ) ( )
0

0
!

nn
n n

n

y
x o x

n=

+∑  

         又当
1
2

x < 时， ( )
1

1

0

2ln 1 2
1

n
n

n
x x

n

+∞
+

=

− = −
+∑ ，比较

nx 的系数可得 

                       ( ) ( ) ( )0 2 1 !n ny n= − ⋅ − 。 

完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 2章【例 34】,【例
35】； 2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 2章【例 2.23】. 

 

（12）当0 θ π≤ ≤ 时，对数螺线 er θ= 的弧长为         

【分析】直接利用曲线方程为 ( )( )ρ ρ θ α θ β= ≤ ≤ 的弧长计算公式 

2 2( ) ( )dl
β

α
ρ θ ρ θ θ′= +∫ 求解即得。 

【详解】 ( )2 2 2 2

0 0 0
d e e d 2 e d 2 e 1l r r

π π πθ θ θ πθ θ θ′= + = + = = −∫ ∫ ∫  

【评注】本题为极坐标表示的曲线的弧长，为基础题型。 
求解公式见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 6讲第 8节；完全类似例题见

《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 6章【例 41】；类似例题见 2009版《数
学复习指南》（理工类）第 1篇第 6章【6.45】. 

 
（13）已知一个长方形的长 l以 2cm/s 的速率增加，宽 w以 3cm/s 的速率增加，则当

12 , 5l cm w cm= = 时，它的对角线增加的速率为          .  

【分析】先写出对角线的表达式，则它的增加速率即它的导数。 

【详解】设 ( ) ( ),l x t w y t= = ，则长方形的对角线为 ( ) ( ) ( )2 2S t x t y t= + ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

x t x t y t y t
S t

x t y t

′ ′+
′ =

+
。 
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        当 12 , 5l cm w cm= = 时， ( ) 13S t = ，于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )12 , 5 12 , 52 2

12 2 5 3 3
13l cm w cm l cm w cm

x t x t y t y t
S t

x t y t
= = = =

′ ′+ ⋅ + ⋅′ = = =
+

cm/s， 

故所求对角线增加的速率为 3 cm/s。 
【评注】本题实质求复合函数在某点的全导数,为基础题型.         
 

（14）设 ,A B为 3阶矩阵，且 13, 2, 2A B A B−= = + = ，则
1A B−+ =             . 

【分析】利用 AB A B= （ ,A B为同阶矩阵）等性质求解即可。 

【详解】
1A B B AB E−+ = + , 1A A B AB E− + = + ,所以 

         1 1 1 13 2 2 3A A B A B B A B A B− − − −+ = + ⇒ × = + × ⇒ + = . 

【评注】本题求矩阵的行列式，为基础题型。  
完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 2 篇第 15 章【例 14】；类

似例题见 2009版《数学复习指南》（理工类）第 2篇第 2章【2.12】. 
                
 
三、解答题：15～23小题，共 94分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 
（15） (本题满分 10分) 

      求函数 ( ) ( )
2

22

1
e d

x tf x x t t−= −∫ 的单调区间与极值.  

【分析】先求出 ( )f x′ 的零点，用所求的点将 ( )f x 得定义域分为若干个子区间，然后列表

判断每个子区间内 ( )f x′ 的符号即可。 

【详解】所给函数的定义域为 ( ),−∞ +∞ 。 

( ) ( )
2 2 2

2 2 22 2

1 1 1
e d e d e d

x x xt t tf x x t t x t t t− − −= − = −∫ ∫ ∫ ，于是 

        ( )
2 2

2 4 4 23 3

1 1
2 e d 2 e 2 e 2 e d

x xt x x tf x x t x x x t− − − −′ = + − =∫ ∫ ， 

令 ( ) 0 0, 1f x x x′ = ⇒ = = ± 。 

以 0, 1x x= = ± 为分隔点列表如下： 

x  ( ), 1−∞ −  1−  ( )1,0− 0 ( )0,1  1 ( )1,+∞

( )f x′  −  0 +  0 −  0 +  
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( )f x  单调下降 极小值 单调上升 极大值 单调下降 极小值 单调上升

综上， ( )f x 的单调减少区间为 ( ), 1−∞ − 和 ( )0,1 ；单调增加区间为 ( )1,0− 和

( )1,+∞ 。 

   ( )f x 在 1x = ± 取得极小值 ( )1 0f ± = ； ( )f x 在 0x = 取得极大值

( ) ( ) ( )2 20 0 1
11

1 10 0 e d e 1 e
2 2

t tf t t− − −= − = = −∫ 。 

【评注】本题为基础题型。确定函数的极值和单调增减区间的步骤为： 
（1） 确定函数的定义域； 
（2） 找出使函数一阶导数为零或不存在的点； 
（3） 以（2）中所求的点为分隔点将定义域分为若干个子区间； 

（4） 利用各个子区间内 ( )f x′ 的符号即得。 

类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 6 讲【例 2】；2009 版《数学复习指
南》（理工类）第 1篇第 6章【例 6.8】，【例 6.12】；《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇
第 6章【例 2】. 
        
（16） (本题满分 10分) 

(Ⅰ)比较 ( )
1

0
ln ln 1 d

n

t t t+⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 与 ( )
1

0
ln d 1, 2,nt t t n =∫ " 的大小,说明理由. 

(Ⅱ)记 ( ) ( )
1

0
ln ln 1 d 1,2,

n

nu t t t n= + =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ " ,求极限 lim nn
u

→∞
. 

 
【分析】由定积分比较定理，两个积分的大小的比较可转化为被积函数大小的比较. 

【详解】(Ⅰ)令 ( ) ( ) ( )ln 1 0 1
n nf t t t t= + − ≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

         当 1n = 时, ( ) 1 1 0
1

f t
t

′ = − <
+

,所以 ( ) ( ) ( )ln 1 0 0f t t t f= + − < = , 

         即有 ( )0 ln 1 t t≤ + ≤ ,从而有 ( ) ( )0 ln 1 0 1
n nt t t≤ + ≤ ≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  

         所以 ( ) ( )ln 1 0
n nf t t t= + − <⎡ ⎤⎣ ⎦ ,即有 

                 ( )ln ln 1 ln
n nt t t t+ <⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

        故 ( )
1

0
ln ln 1 d

n

t t t+⎡ ⎤⎣ ⎦∫ < ( )
1

0
ln d 1, 2,nt t t n =∫ " . 

(Ⅱ) ( )
1 1

0 0
0 ln ln 1 d ln d

n
n

nu t t t t t t≤ = + ≤⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ,又 

       
( ) ( )

11 1 11
00 0 0

1 1ln d ln d d 0
1 1 2 1

n
n n tt t t t t t t t n

n n n

+

= − ⋅ = − + = − → →∞
+ + +∫ ∫ ∫ , 
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     所以由夹逼定理得 lim 0nn
u

→∞
= . 

【评注】在考试中，(Ⅱ) 的计算常常要借助(Ⅰ)的结果。         
类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 4章【例 4】； 
相关结论见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 5讲和 2009版《数学复习指南》（理

工类）第 1篇第 3章. 
 
（17） (本题满分 11分) 

     设函数 ( )y f x= 由
( )

( )
22

1
x t t

t
y tψ

⎧ = +⎪ > −⎨
=⎪⎩

所确定，其中 ( )tψ 具有 2阶导数， 

且 ( ) ( )51 , 1 6
2

ψ ψ ′= = ，
( )

2

2

d 3
d 4 1

y
x t

=
+
，求函数 ( )tψ 。 

【分析】根据参数方程的求导公式和已知条件联立建立微分方程，然后求解即得。 

【详解】
( )

2 2x t
y tψ

′ = +⎧⎪
⎨ ′=⎪⎩

，于是 

                
( ) ( )( ) ( )

( )

2

32

2 2 2d d,
d 2 2 d 2 2

t t t ty y
x t x t

ψ ψ ψ′ ′′ ′+ −
= =

+ +
， 

          又
( )

2

2

d 3
d 4 1

y
x t

=
+
，所以 

                  
( )

( )( ) ( )
( )3

2 2 23
4 1 2 2

t t t
t t

ψ ψ′′ ′+ −
=

+ +
， 

即
( )( ) ( )

( )2

1
3

1
t t t

t
ψ ψ′′ ′+ −

=
+

，即
( ) 3

1
t
t

ψ ′′⎡ ⎤
=⎢ ⎥+⎣ ⎦
，两边积分得 

            
( ) ( ) ( ) ( )1 13 3 1 1

1
t

t C t t t C t
t

ψ
ψ

′
′= + ⇒ = + + +

+
， 

两边再次积分得 ( ) ( )3 2
1 1 2

1 3
2

t t C t C t Cψ = + + + + 。 

将 ( ) ( )51 , 1 6
2

ψ ψ ′= = 代入上两式得 1 20, 0C C= = ，于是 

        ( ) 3 23
2

t t tψ = + 。 

【评注】本题求函数方程。综合考查了参数的方程的一阶、二阶导数，微分方程的求解. 
类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 8讲【例 8】；《考研数学核心题型》

（理工类）第 1篇第 13章【例 7】，【例 8】；2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第
12章【例 12.14】，【例 12.16】. 
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（18）（本题满分 10分） 
       一个高为 l的柱体形贮油罐，底面为长轴为 2a，短轴为 2b的椭圆，现将贮油罐平

放，当油罐中油面高度为
3
2

b时（如图），计算油罐中油的质量。 

（长度单位为 m；质量为 kg，油的密度为 3kg / mρ ） 

                   

【分析】先建立如上图的坐标系，然后可写出油罐底面椭圆方程
2 2

2 2 1x y
a b

+ = ，则图中阴影

部分的面积 S为整个椭圆的面积减去无阴影部分的面积，即可求得油罐中油的质量

M Slρ= 。 

【详解】由分析可得油罐中油的质量M Slρ= 。 

        0 04S S S ab Sπ= − = −椭圆
。 

         
2 sin

2 2 2 22
0 2

2 2 6

2 22 1 d d cos d
y b tb b

b b
y a aS a y b y y b t t
b b b

π

π

=

= − = − =∫ ∫ ∫  

( )2

6

3 31 cos 2 d
3 2 2 3 4

ab ab ab abab t t
π

π
π π⎛ ⎞

= + = + ⋅ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ 。 

       于是
2 3

3 4
abS abπ

= + ，
2 3

3 4
abM Sl ab lπρ ρ

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

【评注】本题为微积分在物理中的应用题，实质考查平面图形面积的求解。 
 类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 13章【例 28】-【例 31】；

2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 12章【例 6.40，【例 6.43】. 
相关公式见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 6讲第 7节。 

       
 
（19） (本题满分 11分) 

       设函数 ( ),f x yµ = 具有二阶连续偏导数，且
2 2 2

2 24 12 5 0
x x y y
µ µ µ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
，确定
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,a b，使等式在变换 ,x ay x byξ η= + = + 下化简为
2

0µ
ξ η
∂

=
∂ ∂

。 

【分析】利用复合函数的链式法则计算。 

【详解】
x x x
µ µ ξ µ η µ µ

ξ η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

        a b
y y y
µ µ ξ µ η µ µ

ξ η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

        
2 2 2 2

2 2 22
x
µ µ µ µ

ξ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

，
2 2 2 2

2 2
2 2 22a ab b

y
µ µ µ µ

ξ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

        ( )
2 2 2 2

2 2a a b b
x y
µ µ µ µ

ξ ξ η η
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

， 

      将以上式子代入
2 2 2

2 24 12 5 0
x x y y
µ µ µ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
可得 

              ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 24 2 12 a a b bµ µ µ µ µ µ
ξ ξ η η ξ ξ η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2 2
2 2

2 25 2 0a ab bµ µ µ
ξ ξ η η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

， 

化简得

( )

2

2

5 12 4 0 2 2
5 12 4 0 , ,5 2

212 10 8 0 5

a a aa
b b

bba b ab

⎧ + + = = −⎧ ⎧⎪ = −⎪ ⎪+ + = ⇒⎨ ⎨ ⎨
= −⎪ ⎪ ⎪= −+ + + ≠ ⎩ ⎩⎩

（

2
25 ,

2 2
5

a a
bb

⎧ = −⎪ = −⎧⎪
⎨ ⎨ = −⎩⎪ = −
⎪⎩

舍去）， 

所以

2
5

2

a

b

⎧ = −⎪
⎨
⎪ = −⎩

或

2
2
5

a

b

= −⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

。 

              

【评注】本题实质要求函数的二阶偏导数和二阶混合偏导数。因为函数 ( ),f x yµ = 具有二

阶连续偏导数，所以其二阶混合偏导数相等。         
完全类似类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 9章【例 14】。  

 
（20） (本题满分 10分) 

      计算二重积分 2 2sin 1 cos 2 d d
D

r r rθ θ θ−∫∫ ， 
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      其中 ( ), | 0 sec ,0
4

D r r πθ θ θ⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

。 

【分析】从积分域来看，用直角坐标会简便一些。 

【详解】 2 2sin 1 cos 2 d d
D

r r rθ θ θ−∫∫  

2 21 d d
D

y x y x y= − +∫∫  

( )1 2 2 2 2

0 0

1 d 1 d 1
2

x
x x y x y= − + − +∫ ∫  

( )
31 2 2 22

00

1 1 d
3

x y x= − +∫  

( )
31 2 2

0

1 1 1 d
3

x x
⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ 。 

令 sinx t= ， 

则 ( )
31 2 422

0 0

1 1 1 1 1 3 1 11 1 d cos d
3 3 3 3 3 4 2 2 3 16

x x t t
π π π⎡ ⎤

− − = − = − ⋅ ⋅ ⋅ = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ 。 

【评注】本题求二重积分。本题在计算过程中利用了以下结论： 

         
类似例题见 2009版《数学复习指南》（理工类）第 1篇第 10章【例 10.2】. 

 

（21） (本题满分 10分)                               

    设函数 ( )f x 在闭区间[ ]0,1 上连续，在开区间 ( )0,1 内可导，且 ( ) ( ) 10 0, 1
3

f f= = ，

证明：存在
1 10, , ,1
2 2

ξ η⎛ ⎞ ⎛ ⎞∈ ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，使得 ( ) ( ) 2 2f fξ η ξ η′ ′+ = +  

【分析】 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 0f f f fξ η ξ η ξ ξ η η′ ′ ′ ′+ = + ⇔ − + − =  

( ) ( )3 31 1 0
3 3x xf x x f x xξ η= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ − + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
。 

       则可令 ( ) ( ) 31
3

F x f x x= − ，分别在
1 10, , ,1
2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

应用拉格朗日中值定理。 

【详解】设 ( ) ( ) 31
3

F x f x x= − ,则 ( ) ( )0 0, 1 0F F= = ,且 ( )F x 在闭区间 10,
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

和
1 ,1
2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
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上连续，在开区间
1 10, , ,1
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

可导，应用拉格朗日中值定理可得 

       则 ( ) ( )1 1 10 , 0,
2 2 2

F F F ξ ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′− = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,           (1) 

         ( ) ( )1 11
2 2

F F F η⎛ ⎞ ′− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1 ,1
2

η ⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

            (2) 

      (1)+(2)得 

             ( ) ( ) 0F Fξ η′ ′+ = ,即 ( ) ( )2 2 0f fξ ξ η η′ ′− + − = ,亦即 

                     ( ) ( ) 2 2f fξ η ξ η′ ′+ = + . 

【评注】对存在两个不同的点满足某个关系式的命题，一般利用观察法作辅助函数，利用两

次拉格朗日中值定理或一次拉格朗日中值定理，一次柯西中值定理即可证得。        
 
完全类似例题见《考研数学核心题型》（理工类）第 1篇第 5章【例 21】；2009版《数

学复习指南》（理工类）第 1 篇第 4 章【例 4.18】；文登暑期强化班讲义《高等数学》第 4
讲【例 14】. 
 
（22） (本题满分 11分) 

      设

1 1
0 1 0 , 1
1 1 1

a
A b

λ
λ

λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

      已知线性方程组 Ax b= 有两个不同的解, 

(Ⅰ)求 ,aλ ;(Ⅱ)求方程 Ax b= 的通解. 

【分析】由“线性方程组 Ax b= 有两个不同的解”可得 

非齐次线性方程组 Ax b= 有无数个解 ( ) ( ) 3 0r A r A A⇔ = < ⇒ = 。 

【详解】线性方程组 Ax b= 有两个不同的解，则 

( ) ( )2
1 1

0 1 0 1 1 0 1 1
1 1

A
λ

λ λ λ λ λ
λ

= − = − + = ⇒ = = −或 。 

当 1λ = 时， 

1 1 1
0 0 0 1
1 1 1 1

a
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，则 ( ) ( )2 3r A r A= ≠ = ，所以 1λ = 不成立。 

当 1λ = − 时， 
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1 1 1 1 1 1
0 2 0 1 0 2 0 1
1 1 1 1 0 0 0 2

a a
A

a

⎡− ⎤ ⎡− ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − → −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， 

因为 Ax b= 有解，所以 2 0 2a a+ = ⇒ = − 。 

(Ⅰ)综上， 1, 2aλ = − = − 。 

(Ⅱ)原方程与以下方程组同解 

          1 2 3

2

3 3
2 2 1

2 1 1 0
2 1 2 2

10

c

x x x
x c

x
c

⎛ ⎞ ⎡ ⎤+⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥− + + = −⎧ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⇒ = − = − +⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥− =⎩ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

，其中 c为任意常数。 

【评注】本题已知非齐次线性方程组解的情况，反求方程组中的参数，要想到利用解的判定

定理求解。 

m nA x b× = 有解 ( ) ( | ) ( )r A r A b r A⇔ = = ，且 

① ( ) ( )r A r A r n= = = ⇔ m nA x b× = 有唯一解； 

                 ② ( ) ( )r A r A r n= = < ⇔ m nA x b× = 有无穷多解. 

类似例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 4讲【例 5】，【例 11】；2009
版《数学复习指南》（理工类）第 2篇第 4章【例 4.11】；《考研数学核心题型》（理
工类）第 2篇第 17章【例 10】. 

 
（23） (本题满分 11分) 

   设

0 1 4
1 3

4 0
A a

a

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，存在正交矩阵Q，使得 TQ AQ 为对角阵，若Q的第一列为

( )T1 1, 2,1
6

，求 ,a Q。 

【分 析 】由题设， ( )T1 1,2,1
6

为 A 的属于 特征值 1λ 一个特征向 量，则由

( ) ( )T T
1

1 11,2,1 1,2,1
6 6

A λ= 可得 1,aλ ；Q的其他两列为其他特征值所对应的

正交的单位特征向量，利用常规方法计算即可。 

【详解】由题设 ( ) ( )T T
1

1 11,2,1 1,2,1
6 6

A λ= ，于是 
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             1 1

0 1 4 1 1
1 3 2 2 1, 2

4 0 1 1
a a

a
λ λ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = ⇒ = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

。 

         由于 A的特征多项式 

              ( )( )( )2 5 4E Aλ λ λ λ− = − − + ， 

         所以 A的特征值为2,5, 4− 。 

         属于特征值 5的一个单位特征向量为 ( )T1 1, 1,1
3

− ； 

         属于特征值 4− 的一个单位特征向量为
T1 1,0,

2 2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

         令

1 1 1
6 3 2

2 1 0
6 3

1 1 1
6 3 2

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

，则有
T

2
5

4
Q AQ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

，故Q为所求矩阵。 

        

【评注】因为正交矩阵Q，使得 TQ AQ为对角阵，则Q的列为 A的特征向量。本题正是以

此为切入点解出 a。        
类似例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 5讲【例 12】；2009版《数学

复习指南》（理工类）第 2篇第 5章【例 5.23】；《考研数学核心题型》（理工类）第
2篇第 18章【例 14】. 

 


