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2010年研究生入学考试数学三试题 

 
一、选择题：1～8小题，每小题 4分，共 32分. 在每小题给出的四个选项中，只有一项符
合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内. 

（1）若
0

1 1lim e 1x

x
a

x x→

⎡ ⎤⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
，则 a等于 

（A） 0   （B）1  （C） 2 （D） 3    [     ] 
【分析】通分后利用洛必达法则即得。 

【详解】
( ) ( )

0 0

1 1 e 1 e e
1 lim lim 1 2

1

x x x

x x

ax ax a
a a

x→ →

− − − − +
= = = − ⇒ = ，故选(C) 

【评注】本题求∞−∞型未定式极限中的参数，为基础题型。本题还可以这样做: 

         
( )

0 0 0 0

1 1 e 1 e e 1 e1 lim lim lim lime 1 2
x x x x

x

x x x x

ax a a a a
x x x→ → → →

− − − + −
= = = + = − ⇒ = 。 

完全类似例题见 2009版《数学复习指南》（经济类）第 1篇第 1章【例 1.35】；《考研
数学核心题型》（经济类）第 1篇第 1章【例 19】；类似例题见文登暑期强化班讲义《高等
数学》第 1讲【例 16】. 
 

（2）设 1 2,y y 为一阶非齐次线性微分方程 ( ) ( )y p x y q x′ + = 的两个特解，若 ,λ µ 使

1 2y yλ µ+ 为该方程的解， 1 2y yλ µ− 为该方程对应齐次微分方程的解，则 

（A）
1 1,
2 2

λ µ= =     （B）
1 1,
2 2

λ µ= − = −  

（C）
2 1,
3 3

λ µ= =     （D）
2 2,
3 3

λ µ= =      [     ] 

【分析】利用微分方程解的性质求解即可。 

【详解】因为 1 2,y y 为一阶非齐次线性微分方程 ( ) ( )y p x y q x′ + = 的两个特解,所以 

             ( ) ( )1 1y p x y q x′ + = , ( ) ( )2 2y p x y q x′ + = .  (*) 

       1 2y yλ µ+ 为该方程的解,则 

       ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2y y p x y y q xλ µ λ µ′+ + + = , 

       将(*)代入上式可得 1λ µ+ =         (**) 

       1 2y yλ µ− 为该方程对应齐次微分方程的解,则 
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                       ( ) ( )( )1 2 1 2 0y y p x y yλ µ λ µ′− + − =  

       将(*)代入上式可得 0λ µ− = .      (***) 

       由(**)和(***)可得
1
2

λ µ= = ,故选(A). 

【评注】设 1, , sx x" 为 Ax b= 的解，则对于常数 1, , sk k" ， 

        ① 若 1 1sk k+ + =" ，则 1 1 s sk x k x+ +" 为 Ax b= 的解； 

 ② 若 1 0sk k+ + =" ，则 1 1 s sk x k x+ +" 为 0Ax = 的解. 

  类似例题见《考研数学基础讲义》（经济类）第 1篇第 9章【例 9.5】. 
 

（3）设函数 ( ) ( ),f x g x 具有二阶导数，且 ( ) ( )00,g x g x a′′ < = 是 ( )g x 的极值，则

( )( )f g x 在 0x 取到极大值的一个充分条件是 

（A） ( ) 0f a′ <         （B）  ( ) 0f a′ >  

（C） ( ) 0f a′′ <          （D）  ( ) 0f a′′ >                                 [     ] 

【分析】由 ( )g x 可导， ( ) ( )00,g x g x a′′ < = 是 ( )g x 的极值可得 ( )0 0g x′ = ，然后利用函

数取极值的充分条件进行判断。 

【详解】 ( )( ) ( )( ) ( )
0 00 0 0x x x xf g x f g x g x= =

′⎡ ⎤ ′ ′= =⎣ ⎦ ，即 0x x= 是 ( )( )f g x 的驻点； 

         

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0

2
0 0 0 0 0 0x xf g x f g x g x f g x g x f g x g x=

′′⎡ ⎤ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′= + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ， 

若想要 ( )( )f g x 在 0x 取到极大 值，只要 ( )( ) ( )0 0 0f g x g x′ ′′ < ，即

( )( )0 0f g x′ > ，于是 ( ) 0f a′ > 是一个充分条件， 故选(B)  

【评注】本题利用了取极值的第二充分条件： 

设函数 ( )y f x= 在点 0x 处有 0( ) 0f x′′ ≠ ，且 0( ) 0f x′ = ，则 

① 当 0( ) 0f x′′ < 时， 0( )f x 为极大值； 

② 当 0( ) 0f x′′ > 时， 0( )f x 为极小值. 

类似例题见 2009 版《数学复习指南》（经济类）第 1 篇第 5 章【例 5.7】；《考研数学
核心题型》（经济类）第 1篇第 6章【例 6】。 
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（4）设 ( ) ( ) ( )10 10ln , , e
x

f x x g x x h x= = = ，则当 x充分大时，有 

（A） ( ) ( ) ( )g x h x f x< <     （B） ( ) ( ) ( )h x g x f x< <  

（C） ( ) ( ) ( )f x g x h x< <     （D） ( ) ( ) ( )g x f x h x< <      [     ] 

【分析】因为当 x充分大时， ( ) ( ) ( )10 10ln , , e
x

f x x g x x h x= = = 均大于零，所以只要计算

它们比值的极限然后进行分析即可，为了方便，计算
( )
( )

10lim
x

f x
g x→+∞

和
( )
( )

10

lim
x

g x
h x→+∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

是一样的。 

【详解】
( )
( )

10 9 110
10 10

ln 1 10lim lim lim lim 0
1

10
x x x x

f x x
g x x x x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞−
= = = = ， 

于是，当 x充分大时， ( ) ( )f x g x< ； 

( )
( )

10
10 910 10!lim lim lim lim 0

e e ex x xx x x x

g x x x
h x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤
= = = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
" ， 

于是，当 x充分大时， ( ) ( )g x h x<  

故选(C)  
【评注】比较两个函数的大小，可以利用的方法很多，如将它们的差值和零进行比较，它们

的比值和 1进行比较，或者利用函数的单调增减性进行判断。 
此外,本题利用结论“当 x →+∞时，函数趋于 +∞的速度由慢到快为：

ln , ( 0), ( 1),x xx x a a xα α > > ”，立即可得
10

10

lnlim 0, lim 0
e

xx x

x x
x→+∞ →+∞

= = ，故选（C）。 

           

（5）设向量组（Ⅰ） 1 2, , , rα α α" 可由向量组（Ⅱ） 1 2, , , sβ β β" 线性表示，则 

（A）若向量组（Ⅰ）线性无关，则 r s≤    （B）若向量组（Ⅰ）线性相关，则 r s>  
（C）若向量组（Ⅱ）线性无关，则 r s≤    （D）若向量组（Ⅱ）线性相关，则 r s>                
                                                                      [     ] 
【分析】利用向量组的秩的相关结论即可。 

【详解】向量组（Ⅰ） 1 2, , , rα α α" 可由向量组（Ⅱ） 1 2, , , sβ β β" 线性表示，则 

              ( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,r sr r sα α α β β β≤ ≤" " ， 

        对选项（A），若向量组（Ⅰ）线性无关，则 ( )1 2, , , rr rα α α =" ， 

故 r s≤ ，即选（A） 
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【评注】本题考查向量组的线性相关性，为基础题型。 

“ 1, , sα α"  线性无关，且 1, , sα α" 可由 1, , tβ β" 线性表出，则 s t≤ ”是一个常

用的结论，需熟记。              
  
 完全类似例题见《考研数学核心题型》（经济类）第 2篇第 15章【例 15（5）】. 

 

（6）设 A为 4阶实对称矩阵,且 2A A O+ = ,若 A的秩为 3 ,则 A相似于 

（A）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    （B）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

（C）

1
1

1
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  （D）

1
1

1
0

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

     [     ] 

【分析】实对称矩阵可相似于由其特征值组成的对角阵，所以本题的关键是求出其特征值。 
【详解】因为 A为 4阶实对称矩阵，所以 A必可相似对角化，且 A的特征值全为实数。 

         设λ为 A的特征值，则 2 0 0, 1λ λ λ λ+ = ⇒ = = − 。又 A的秩为 3，则 A的特征

值为 1, 1, 1,0− − − ，故选（D）。 

 
【评注】 本题综合考查了实对称矩阵可相似对角化，特征值的性质和矩阵的秩等多个知识

点。            
完全类似例题见《考研数学核心题型》（经济类）第 2篇第 17章【例 3】；类似

例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 5讲【例 14】；2009版《数学复习指南》
（经济类）第 2篇第 5章【例 5.3】. 

 

（7）设随机变量 X 的分布函数为 ( )

0, 0
1 , 0 1
2

1 e , 1x

x

F x x

x−

<⎧
⎪⎪= ≤ <⎨
⎪
− ≥⎪⎩

，则 { }1P X = =  

（A）0    （B）
1
2

  （C） 11 e
2

−−   （D） 11 e−−      [     ] 

【分析】由于分布函数在 1x =  处不连续，所以利用 { } ( ) ( )1 1 1 0P X F F= = − − 求解。 

【详解】 { } ( ) ( ) 1 11 11 1 1 0 1 e e
2 2

P X F F − −= = − − = − − = − ，故选（C）。 

【评注】本题已知随机变量的分布函数，求事件{ }1X = 发生的概率，为基础题型。  



文登教育 www.wendeng.com.cn    咨询电话：010-62155566、62289409 

数学三  第 5页 

类似例题见文登暑期强化班讲义《概率统计》第 2讲【例 1】；2009版《数学复习指南》
（经济类）第 3 篇第 2章【例 2.19】；《考研数学核心题型》（经济类）第 3 篇第 20章【例
16】 
 

（8）设 ( )1f x 是标准正态分布的概率密度函数, ( )2f x 是[ ]1,3− 上均匀分布的概率密度,且     

( ) ( )
( )

1

2

, 0
, 0

af x x
f x

bf x x
≤⎧⎪= ⎨ >⎪⎩

,（ 0, 0a b> > ）为概率密度，则 ,a b应满足 

（A） 2 3 4a b+ =     （B）3 2 4a b+ =  
（C） 1a b+ =        （D） 2a b+ =      [     ] 

【分析】利用 ( )d 1f x x
+∞

−∞
=∫ 即可。 

【详解】 ( ) ( )
( )

1

2

, 0
, 0

af x x
f x

bf x x
≤⎧⎪= ⎨ >⎪⎩
，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
0 3

1 2 20 0

1 1 31 d d d d
2 2 4

f x x af x x bf x x a b f x x a b
+∞ +∞

−∞ −∞
= = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

于是 2 3 4a b+ = ，故选（A）。 
【评注】本题已知分布反求分布中的参数，为基础题型。  
类似例题见文登暑期强化班讲义《概率统计》第 2 讲【例 16】；2009 版《数学复习指

南》（经济类）第 3篇第 2章【例 2.5】，精选习题二第 2小题（2）；《考研数学核心题型》（经
济类）第 3篇第 20章【例 11】. 
 
 
二、填空题：9～14小题，每小题 4分，共 24分. 把答案填在题中横线上. 

（9）设可导函数 ( )y y x= 由方程
2 2

0 0
e d sin d

x y xt t x t t
+ − =∫ ∫ 确定，则 0

d
d x
y
x = =   __________. 

【分析】本题求隐函数的导数，两边分别对 x求导即得。 

【详解】
2 2

0 0
e d sin d

x y xt t x t t
+ − =∫ ∫ 两边对 x求导得 

                    ( ) ( )
2 2 2

0
e 1 sin d sin

xx y y t t x x− + ′+ = +∫ , 

         又 ( )0 0y = ,所以 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 00

e 1 sin d sin 0
xx y

x xy t t x x− +
= =′+ = + =∫  

         解之得 0 1xy =′ = − . 

【评注】本题求隐函数的导数，为基础题型。注意 y是 x的函数。         
完全类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 2 讲【例 14】；2009 版《数学复

习指南》（经济类）第 1 篇第 2 章【例 2.14】；《考研数学核心题型》（经济类）第 1 篇第 2
章【例 19】. 
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（10）设位于曲线
( )

( )
2

1 e
1 ln

y x
x x

= ≤ < +∞
+

下方，x轴上方的无界区域G，则G绕 x

轴旋转一周所形成空间区域的体积为__________. 
【分析】本题求一无界区域的平面图形绕坐标轴旋转而成的旋转体的体积，利用公式计算即

可，注意所求积分为广义积分。 

【详解】
( ) ( )

2
2

e2e e
d d arctan ln

2 4 41 ln
V y x x x

x x
π π π ππ π π

+∞ +∞ +∞ ⎛ ⎞= = = = − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫ ∫ . 

【评注】本题为定积分在几何中的应用。请记住： 

由曲线 ( ) 0y f x= > 和直线 ,x a x b= = 及 x轴围成的图形 

① 绕 x轴旋转一周所成的旋转体的体积为： 2 ( )d
b

x a
V f x xπ= ∫ ； 

② 绕 y轴旋转一周所成的旋转体的体积为： 2 ( )d
b

y a
V xf x xπ= ∫ . 

类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 6讲§1【例 3】；2009版《数学复习
指南》（经济类）第 1篇第 5 章【例 5.35】；《考研数学核心题型》（经济类）第 1 篇第 6 章
【例 28】. 
 

（11）设某商品的收益函数为 ( )R p ，收益弹性为 31 p+  ，其中 p为价格，且 ( )1 1R =  ，

则 ( )R p =  ________. 

【分析】先根据题设建立微分方程，然后根据方程的类型求解即可。 

【详解】由题设可知, 
3

3 3d d 1 11 d ln ln
d 3
R p R pp p R p p C
p R R p

+
+ = ⋅ ⇒ = ⇒ = + + , 

        将 ( )1 1R = 代入上式,则
1
3

C = − ,故 

                   
31 1

3 3 31 1ln ln e
3 3

p
R p p R p

−
= + − ⇒ = . 

【评注】本题为微积分在经济中的应用。考生需熟悉常见的经济术语及其计算公式。         
完全类似例题见《数学复习指南》（经济类）第 1篇第 11章【例 11.2】；《考研数学

核心题型》（经济类）第 1篇第 12章【例 2】. 
 

（12）若曲线 3 2 1y x ax bx= + + + 有拐点 ( )1,0− ，则b =          

【分析】利用拐点在曲线上及由多项式方程任意阶可导可得 ( )1 0y′′ − = 求解即可。 

【详解】拐点在曲线上,所以0 1 1a b= − + − + ; 

         又 3 2 1y x ax bx= + + + 二阶可导, 
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         所以 ( ) ( ) 10 1 6 2 6 2 3xy x a a a=−′′= − = + = − + ⇒ = , 3b a= = . 

【评注】本题已知曲线的拐点坐标反求曲线方程中的参数，为基础题型。 
        完全类似例题见《数学复习指南》（经济类）第 1篇第 5章【例 5.28】；《考研数学
核心题型》（经济类）第 1篇第 6章【例 12】. 
 

（13）设 ,A B为 3阶矩阵，且 13, 2, 2A B A B−= = + = ，则
1A B−+ =             . 

【分析】利用 AB A B= （ ,A B为同阶矩阵）等性质求解即可。 

【详解】
1A B B AB E−+ = + , 1A A B AB E− + = + ,所以 

         1 1 1 13 2 2 3A A B A B B A B A B− − − −+ = + ⇒ × = + × ⇒ + = . 

【评注】本题求矩阵的行列式，为基础题型。         
完全类似例题见《考研数学核心题型》（经济类）第 2 篇第 14 章【例 14】；类

似例题见 2009版《数学复习指南》（经济类）第 2篇第 2章【2.12】. 
 

（14）设 1 2, , , nX X X" 为来自总体 ( )( )2, 0X N µ σ σ >∼ 的简单随机样本，统计差

2

1

1 n

i
i

T X
n =

= ∑ ，则 ET =             . 

【分析】因为 1 2, , , nX X X" 为来自总体 ( )( )2, 0X N µ σ σ >∼  的简单随机样本，则

1 2, , , nX X X" 独立同分布。 

【详解】
2 2

1 1

1 1n n

i i
i i

ET E X EX
n n= =

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

            ( )2 2 2 2 2

1 1

1 1n n

i i
i i

DX EX
n n

σ µ σ µ
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + = +⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∑  

【评注】本题求统计量的数字特征。考生一般对 ( )22DX EX EX= − 很熟悉，但

( )22EX DX EX= +  也是常用结论。 

类似例题见 2009版《数学复习指南》（经济类）第 3篇第 5章【例 5.1】【例 5.2】；
《考研数学核心题型》（经济类）第 3篇第 24章【例 4】，【例 5】；《考研数学精题 660》（3.118，
3.122）. 

 
 

三、解答题：15～23小题，共 94分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 
（15） (本题满分 10分) 
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       求极限

1
1 ln

lim 1
x

x
x

x
→+∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

【分析】利用对数恒等化处理后求解。 

【详解】

ln
1

1 ln
ln e 1

lim 1 exp lim
ln

x
x

x
x

x x
x

x→+∞ →+∞

⎧ ⎫⎛ ⎞
−⎪ ⎪⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎝ ⎠− = ⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

,而 

         

ln
ln

ln 2

ln e 1
1 e 1 lnlim lim 1ln e 1

x
x x

x

xx x
x

x
x x

x
→+∞ →+∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

−⎝ ⎠ = ⋅ ⋅
−

洛必达法则

 

ln

ln
e 1 lnlim

e 1

x
x

xx
x

x
x→+∞

−
= ⋅

−
 

ln1 1 ln ln lnlim 0,e 1ln

x
x

x

x x xxx x x x
x

→+∞

⎛ ⎞−
= ⋅ → +∞ → −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼时，  

1 lnlim 1
lnx

x
x→+∞

−
= = − ， 

         故原极限 1e−= 。 

【评注】本题求幂指函数的极限，为基础题型。注意

1
xx 仍是幂指函数，所以也需对数恒等

化处理后再计算。         
类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 1讲【例 23】；2009版《数学复习

指南》（经济类）第 1篇第 1章【例 1.31】；《考研数学核心题型》（经济类）第 1篇第 1章
【例 16】. 

 
（16） (本题满分 10分) 

       计 算 二 重 积 分 ( )3 d d
D

x y x y+∫∫ ， 其 中 D 由 曲 线
21x y= + 与 直 线

2 0, 2 0x y x y+ = − = 所围成。 

【分析】画出积分区域的草图，先利用积分区域的对称性和被积函数的奇偶性简化计算后再

求解。 
【详解】画出积分域草图如下 
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        由上可知,积分域关于 x轴对称,又 

           被积函数 ( )3 3 2 2 33 3x y x x y xy y+ = + + + ,其中 2 33x y y+ 是 y 的奇函数 , 

3 23x xy+ 是 y的偶函数,所以 

         ( ) ( )
21 13 3 2

0 2
d d 2 d 3 d

y

y
D

x y x y y x xy x
+

+ = +∫∫ ∫ ∫  

                       
( ) ( )22 4 2 2 2

1

0

1 4 3 1 2
2 d

4 2
y y y y y

y
⎡ ⎤+ − + −
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

                       ( )1 4 2

0

1 149 8 1 d
2 15

y y y= − + + =∫ . 

                
【评注】计算二重积分时，利用积分区域的对称性与被积函数的奇偶性是简化计算的常用方

法。 
类似例题见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 10讲【例 2】；2009版《数学复习

指南》（经济类）第 1篇第 7 章【例 7.5】；《考研数学核心题型》（经济类）第 1 篇第 9 章
【例 7】，【例 8】；《考研数学精题 660》（1.299）. 

 
 
（17） (本题满分 10分) 

        求函数 2M xy yz= + 在约束条件
2 2 2 10x y z+ + = 下的最大值和最小值。 

【分析】先写出拉格朗日函数，然后利用取极值的必要条件求出可能的极值点，比较各点的

函数值，最大者为最大值，最小者为最小值。 

【详解】 ( )2 2 22 10L xy yz x y zλ= + + + + − ,令 

            

2 2 2

2 0
2 2 0

2 2 0

10 0

x

y

z

L y x
L x z y

L y z

x y z

λ
λ

λ

= + =⎧
⎪ = + + =⎪
⎨

= + =⎪
⎪ + + − =⎩

，解之得 
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1 1 1 1
2 2 2 2

5 5 5 5 0 0
, , , , ,2 2 2 2

2 2
5 5 5 5 0 0

2 2 2 2

x x x x
x x

y y y y y y
z z z z

z z
λ λλ λ λ λ

= = = − = −⎧ ⎧ ⎧ ⎧ ⎧ ⎧= = −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= = − = − =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ = =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨ ⎨ ⎨ ⎨= = = − = −

= − =⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= == − = = − = ⎩ ⎩⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩ ⎩

， 

        因为 ( ) ( )1, 5,2 5 5, 1, 5,2 5 5M M= − = − , 

             ( ) ( )1, 5, 2 5 5, 1, 5, 2 5 5M M− − = − − − − = , 

             ( ) ( )2 2,0, 2 0, 2 2,0, 2 0M M− = − = ， 

        所以比较后可得最大值为5 5 ,最小值为 5 5− . 

【评注】本题求函数的最值点，为基础题型。         
完全类似例题见文登暑期强化班笔记《高等数学》第 9讲【例 17】；2009版《数学

复习指南》（经济类）第 1 篇第 6 章【例 6.25】；《考研数学核心题型》第 1 篇第 8章【例
26】. 

 
（18）（本题满分 10分） 

(Ⅰ)比较 ( )
1

0
ln ln 1 d

n

t t t+⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 与 ( )
1

0
ln d 1, 2,nt t t n =∫ " 的大小,说明理由. 

(Ⅱ)记 ( ) ( )
1

0
ln ln 1 d 1,2,

n

nu t t t n= + =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ " ,求极限 lim nn
u

→∞
. 

 
【分析】由定积分比较定理，两个积分的大小的比较可转化为被积函数大小的比较. 

【详解】(Ⅰ)令 ( ) ( ) ( )ln 1 0 1
n nf t t t t= + − ≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

         当 1n = 时, ( ) 1 1 0
1

f t
t

′ = − <
+

,所以 ( ) ( ) ( )ln 1 0 0f t t t f= + − < = , 

         即有 ( )0 ln 1 t t≤ + ≤ ,从而有 ( ) ( )0 ln 1 0 1
n nt t t≤ + ≤ ≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  

         所以 ( ) ( )ln 1 0
n nf t t t= + − <⎡ ⎤⎣ ⎦ ,即有 

                 ( )ln ln 1 ln
n nt t t t+ <⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

        故 ( )
1

0
ln ln 1 d

n

t t t+⎡ ⎤⎣ ⎦∫ < ( )
1

0
ln d 1, 2,nt t t n =∫ " . 

(Ⅱ) ( )
1 1

0 0
0 ln ln 1 d ln d

n
n

nu t t t t t t≤ = + ≤⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ,又 

       
( ) ( )

11 1 11
00 0 0

1 1ln d ln d d 0
1 1 2 1

n
n n tt t t t t t t t n

n n n

+

= − ⋅ = − + = − → →∞
+ + +∫ ∫ ∫ , 

     所以由夹逼定理得 lim 0nn
u

→∞
= . 



文登教育 www.wendeng.com.cn    咨询电话：010-62155566、62289409 

数学三  第 11页 

【评注】在考试中，(Ⅱ) 的计算常常要借助(Ⅰ)的结果。         
类似例题见《考研数学核心题型》（经济类）第 1篇第 4章【例 4】； 
相关结论见文登暑期强化班讲义《高等数学》第 5讲和 2009版《数学复习指南》（经

济类）第 1篇第 3章. 
 
（19） (本题满分 10分) 

   设函数 ( )f x 在闭区间 [ ]0,3 上连续，在开区间 ( )0,3 内存在二阶导数，且

( ) ( ) ( ) ( )
2

0
2 0 d 2 3f f x x f f= = +∫ ， 

（Ⅰ）证明存在 ( )0, 2η∈ ，使得 ( ) ( )0f fη = ； 

(Ⅱ) 证明存在 ( )0,3ξ ∈ ，使得 ( ) 0f ξ′′ = 。 

【分析】（Ⅰ）令 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ ，可利用拉格朗日中值定理证得；(Ⅱ)需利用两次罗尔

定理。 

【详解】（Ⅰ）令 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ ，则由拉格朗日中值定理可得存在 ( )0, 2η ∈ ，使得 

( ) ( ) ( )2 0 2F F f η− = ，而 ( ) ( ) ( )
2

0
2 0 dF F f x x− = ∫ ，即 ( ) ( )

2

0
d 2f x x f η=∫ ， 

又 ( ) ( )
2

0
2 0 df f x x= ∫ ，所以 ( ) ( )0f f η= 。 

        (Ⅱ) ( )f x 在闭区间[ ]2,3 上连续，从而在该区间存在最大值M 和最小值m，于是 

                 ( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 , 3

2
f f

m f M m f M m M
+

≤ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ， 

由介值定理可得， ( ) ( ) ( ) [ ]2 3
, 2,3

2
f f

f ζ ζ
+

= ∈ 。 

          于是 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 , 0, 2 , 2,3f f fη ζ η ζ= = ∈ ∈  

函 数 ( )f x 在 [ ] [ ]0, , ,η η ζ 均 满 足 罗 尔 定 理 ， 所 以 存 在

( ) ( )1 20, , ,ξ η ξ η ζ∈ ∈ ，使得 ( ) ( )1 2 0f fξ ξ′ ′= = 。函数 ( )f x′ 在 [ ]1 2,ξ ξ 满足

罗尔定理，故存在 ( ) ( )1 2, 0,3ξ ξ ξ∈ ⊂ ，使得 ( ) 0f ξ′′ = 。  

【评注】在含定积分的证明中 ( ) ( )
0

d
x

F x f t t= ∫ 是常用的辅助函数。        

类似例题见《考研数学核心题型》（经济类）第 1篇第 5章【例 12】，【例 13】；文登暑
期强化班讲义《高等数学》第 4讲【例 6】，【例 7】。 
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（20） (本题满分 11分) 

设

1 1
0 1 0 , 1
1 1 1

a
A b

λ
λ

λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

      已知线性方程组 Ax b= 有两个不同的解, 

(Ⅰ)求 ,aλ ;(Ⅱ)求方程 Ax b= 的通解. 

【分析】由“线性方程组 Ax b= 有两个不同的解”可得 

非齐次线性方程组 Ax b= 有无数个解 ( ) ( ) 3 0r A r A A⇔ = < ⇒ = 。 

【详解】线性方程组 Ax b= 有两个不同的解，则 

( ) ( )2
1 1

0 1 0 1 1 0 1 1
1 1

A
λ

λ λ λ λ λ
λ

= − = − + = ⇒ = = −或 。 

当 1λ = 时， 

1 1 1
0 0 0 1
1 1 1 1

a
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，则 ( ) ( )2 3r A r A= ≠ = ，所以 1λ = 不成立。 

当 1λ = − 时， 

1 1 1 1 1 1
0 2 0 1 0 2 0 1
1 1 1 1 0 0 0 2

a a
A

a

⎡− ⎤ ⎡− ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − → −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， 

因为 Ax b= 有解，所以 2 0 2a a+ = ⇒ = − 。 

(Ⅰ)综上， 1, 2aλ = − = − 。 

(Ⅱ)原方程与以下方程组同解 

          1 2 3

2

3 3
2 2 1

2 1 1 0
2 1 2 2

10

c

x x x
x c

x
c

⎛ ⎞ ⎡ ⎤+⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥− + + = −⎧ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⇒ = − = − +⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥− =⎩ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

，其中 c为任意常数。 

【评注】本题已知非齐次线性方程组解的情况，反求方程组中的参数，要想到利用解的判定

定理求解。 

m nA x b× = 有解 ( ) ( | ) ( )r A r A b r A⇔ = = ，且 

① ( ) ( )r A r A r n= = = ⇔ m nA x b× = 有唯一解； 

                 ② ( ) ( )r A r A r n= = < ⇔ m nA x b× = 有无穷多解. 
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类似例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 4讲【例 5】，【例 11】；2009
版《数学复习指南》（经济类）第 2篇第 4章【例 4.11】；《考研数学核心题型》（经
济类）第 2篇第 17章【例 10】. 

  
（21） (本题满分 11分)                               

   设

0 1 4
1 3

4 0
A a

a

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，存在正交矩阵Q，使得 TQ AQ 为对角阵，若Q的第一列为

( )T1 1, 2,1
6

，求 ,a Q。 

【分 析 】由题设， ( )T1 1,2,1
6

为 A 的属于 特征值 1λ 一个特征向 量，则由

( ) ( )T T
1

1 11,2,1 1,2,1
6 6

A λ= 可得 1,aλ ；Q的其他两列为其他特征值所对应的

正交的单位特征向量，利用常规方法计算即可。 

【详解】由题设 ( ) ( )T T
1

1 11,2,1 1,2,1
6 6

A λ= ，于是 

             1 1

0 1 4 1 1
1 3 2 2 1, 2

4 0 1 1
a a

a
λ λ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = ⇒ = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

。 

         由于 A的特征多项式 

              ( )( )( )2 5 4E Aλ λ λ λ− = − − + ， 

         所以 A的特征值为2,5, 4− 。 

         属于特征值 5的一个单位特征向量为 ( )T1 1, 1,1
3

− ； 

         属于特征值 4− 的一个单位特征向量为
T1 1,0,

2 2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

         令

1 1 1
6 3 2

2 1 0
6 3

1 1 1
6 3 2

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

，则有
T

2
5

4
Q AQ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

，故Q为所求矩阵。 
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【评注】因为正交矩阵Q，使得 TQ AQ为对角阵，则Q的列为 A的特征向量。本题正是以

此为切入点解出 a。  
类似例题见文登暑期强化班讲义《线性代数》第 5讲【例 12】；2009版《数学

复习指南》（经济类）第 2篇第 5章【例 5.23】；《考研数学核心题型》（经济类）第
2篇第 18章【例 14】. 

       
（22） (本题满分 11分) 

设二维随机变量 ( ),X Y 的概率密度为 

           ( ) ( )2 22 2, e ,x xy yf x y A x y− + −= −∞ < < +∞ −∞ < < +∞ ， 

      求常数 A及条件概率密度 ( )| |Y Xf y x 。 

【分析】首先利用二维随机变量分布密度函数的性质求 A，然后利用条件概率密度公式求

( )| |Y Xf y x 。 

【详解】 ( ) ( )22

1 , d d e d e dy xxf x y x y A x y
+∞ +∞ +∞ +∞ − −−

−∞ −∞ −∞ −∞
= =∫ ∫ ∫ ∫  

2 2

e d e dx uA x u
+∞ +∞− −

−∞ −∞
= ∫ ∫  

22 1

0 0
d e dA

π ρθ ρ ρ−= ∫ ∫  

Aπ=  

所以
1A
π

= . 于是 

    ( ) ( )2 22 21, e ,x xy yf x y x y
π

− + −= −∞ < < +∞ −∞ < < +∞ 。 

X 的边缘概率密度为 

         ( ) 2 22 21 e dx xy y
Xf x y

π
+∞ − + −

−∞
= ∫  

( ) ( )
22 21 1e e d ey xx xy x

π π
+∞ − −− −

−∞
= = −∞ < < +∞∫ ， 

          于是当 x−∞ < < +∞时，条件概率密度 

( ) ( )
( )|

,
|Y X

X

f x y
f y x

f x
=  

( )
2 2

2 2

2

2 2

2

1 e 1 e1 e

x xy y

x xy y

x
yπ

π
π

− + −

− + −

−
= = −∞ < < +∞ 。 
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【评注】本题计算二维随机变量概率密度中的常数及条件概率密度，为基础题型。       
类似例题见文登暑期强化班讲义《概率统计》第 3讲【例 3】；2009版《数学复习指南》

（经济类）第 3篇第 2章【例 2.37】，【例 2.38】；《考研数学核心题型》（经济类）第 3篇第
21章【例 7】. 
 
（23） (本题满分 11分) 
     箱中装有 6个球，其中红、白、黑球的个数分别为 1，2，3个，现从箱中随机地取出
2个球，记 X 为取出的红球个数，Y 为取出的白球个数， 

（Ⅰ）求随机变量 ( ),X Y 的概率分布；（Ⅱ）求 ( )cov ,X Y 。 

【分析】（Ⅰ）写出 ( ),X Y 的可能值，然后计算相应的概率即得 ( ),X Y 的概率分布； 

（Ⅱ）利用公式 ( )cov ,X Y EXY EXEY= − 计算。 

【详解】（Ⅰ） X 的可能值为 0，1；Y 的可能值为 0，1，2，于是 

         { }
2
3
2
6

30, 0
15

CP X Y
C

= = = = ， { }
1
3
2
6

31, 0
15

CP X Y
C

= = = = ， 

         { }
1 1
2 3

2
6

60, 1
15

C CP X Y
C

= = = = ， { }
1
2
2
6

21, 1
15

CP X Y
C

= = = = ， 

        { }
2
2
2
6

10, 2
15

CP X Y
C

= = = = ， { }1, 2 0P X Y= = = ， 

        随机变量 ( ),X Y 的概率分布为 

            
X              Y   0 1 2 

0 3
15

 
6

15
 

1
15

 

1 3
15

 
2

15
 

0 

（Ⅱ）由上可知 X 的概率分布和Y 的概率分布分别为 
                
X  0 1 
P  2

3
 

1
3

 

 
Y  0 1 2 
P  6

15
 

8
15

 
1

15
 

所以
1 2,
3 3

EX EY= = 。又
2

15
EXY = ，故 
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      ( ) 2 1 2 4cov ,
15 3 3 45

X Y EXY EXEY= − = − ⋅ = − 。 

【评注】本题求离散型二维随机变量的概率分布及两个随机变量的协方差，为基础题型。         
类似例题见 2009 版《数学复习指南》（经济类）第 3 篇第 3 章【例 3.18】；《考研数学

核心题型》（经济类）第 3篇第 21章【例 4】,第 22章【例 6】. 
 

 
 




