
第 1页，共 5页 

浙江科技学院第十二届高等数学竞赛 

试题参考答案 
                        2016 年 5 月 21 日 

1．求极限
5

3 3 33lim 1 1 2
x
x x x x

→∞
− +( + - )。  （10 分） 

  解： 令
1

t
x

= , 则当 x→∞ 时 , 0t→   

  原式
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3 3
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9t t
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− − + + − − −
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2．计算
2 2

4

(1 )

x
dx

x

+

+∫ 。  （10 分）    

  解 1：
2 2 2

4 4 1

(1 ) 2 1

x x
dx d

x x x

+ +
= −

+ +∫ ∫ 2 2

4 1 1 1 4
(1 )

2 1 2 1

x
d

x x x x

+
= − ⋅ + +

+ +∫   
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4 1
2

2 (1 ) (1 )

x
dx

x x x x

+
= − −

+ +∫ 2 2 2

4 1 1
2 ( )

2 (1 ) 1

x
dx

x x x x

+
= − − −

+ +∫  

   
2 2

4 2 4 1
2arctan 2arctan

2 (1 ) 2(1 )

x x
x C x C

x x x x

+ −
= − + + + = + +

+ +
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 解 2： 2

2 2 2 2 2 2

4 1 1 4
(1 )

(1 ) 2 (1 ) (1 )

x
dx d x dx

x x x

+
= + +

+ + +∫ ∫ ∫   

       
2 2 2

1 4

2(1 ) (1 )
dx

x x
= − +

+ +∫   （第二项令 tanx t= ）    

     
2

2

2 4 2

1 4sec 1
4 cos

2(1 ) sec 2(1 )

t
dt tdt

x t x
= − + = − +

+ +∫ ∫        

     
2

1
2 (1 cos 2 )

2(1 )
t dt

x
= − + +

+ ∫ 2

1
2 sin 2

2(1 )
t t C

x
= − + + +

+
      

     
2
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2(1 )
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x
= − + + +

+
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x C x C

x x x

−
= − + + + = + +

+ + +
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解 3： 
tan

2 2

2 2 4

4 tan 4
sec (sin cos 4cos )

(1 ) sec

x tx t
dx tdt t t t dt

x t

=+ +
= ⋅ = +

+∫ ∫ ∫  

             
2 21 1

sin 2 (1 cos 2 ) sin 2 sin 2
2 2

t t dt t t t C= + + = + + +∫  

             
2

2 2

2
2arctan

2(1 ) 1

x x
x C

x x
= + + +

+ +
            

3． 计算二重积分 min{ , }
D

I x y y dxdy2
2= −∫∫ ， : ,D x y≤ ≤ ≤ ≤0 2 0 2 （12 分）               

解：记 2

1 : 0 2,0 2D y x y y≤ ≤ ≤ ≤ − ， 2

2 : 0 2, 2 2D y y y x≤ ≤ − ≤ ≤ ，则 

 
D D

I xdxdy y y dxdy

1 2

2
2= + −∫∫ ∫∫

y y

y y
dy xdx dy y y dx

2

2

2 2 2 2
2

0 0 0 2
2

−

−
= + −∫ ∫ ∫ ∫   

  ( ) ( )y y dy y y y y dy
2 2

2 2 2

0 0

1
2 2 2 2

2
= − + − − −∫ ∫   

  ( ) ( )y y dy y y dy y y dy
2 2 2

2 2 2

0 0 0

1
2 2 2 2

2
= − + − − −∫ ∫ ∫    

  ( )y y dy y y dy
2 2

2 2

0 0

1
2 2 2

2
= − − + −∫ ∫ y y dy

2
2

0

2
2 2

3
= − + −∫  
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2 2 2
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3 3 3

t y

y dy t dt π
= −

−
= − + − − = − + − = − +∫ ∫   

4. 设函数 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内有二阶连续导数，且 ( sin )xz f e y= 满足，

2 2
2

2 2
2 0xz z
e

x y

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
，且 (0) 1, (0) 0f f ′= = ，求 ( )f u 的表达式。（12 分） 

解： sin ( ), cos ( )x xz z
e yf u e yf u

x y

∂ ∂
′ ′= =

∂ ∂
，   

 
2 2

2 2 2 2

2 2
sin ( ) sin ( ), sin ( ) cos ( )x x x xz z

e yf u e yf u e yf u e yf u
x y

∂ ∂
′ ′′ ′ ′′= + = − +

∂ ∂
  

2 2
2 2 2

2 2
2 ( ) 2x x xz z
e e f u e

x y

∂ ∂
′′+ − = −

∂ ∂
， 

因为
2 2

2

2 2
2 0xz z
e

x y

∂ ∂
+ − =

∂ ∂
，所以有 ( ) 2f u′′ =  

1( ) 2f u u C′ = + , 据条件 (0) 0f ′ = 得 1 0C = ，故 ( ) 2f u u′ = ， 

2

2( )f u u C= + ，据条件 (0) 1f = ，得 2 1C = ，故 2( ) 1f u u= + 。 
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5．设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上非负、不恒为零且有二阶连续导数， ( )f x 在 ( , )a b 内有两

个相异的零点，证明：存在 ( , )c a b∈ ，使 ( ) 0f c′′′ = 。（14 分） 

 证明：因为 ( )f x 在 ( , )a b 内有两个相异的零点， 

故不妨设 1 2 1 2, ( , ), ,x x a b x x∈ <  使 1 2( ) ( ) 0f x f x= = ， 

由题中条件知 ( )f x 在[ , ]a b 上可导，由罗尔定理， 

存在 3 1 2( , ),x x x∈ 使得 3( ) 0f x′ = ，                  

再由函数 ( )f x 在[ , ]a b 非负、不恒为零，知 1 2( ), ( )f x f x 皆为 ( )f x 的最小值也

是极小值，由极值的必要条件有 1 2( ) ( ) 0f x f x′ ′= = ， 

在区间 1 3 3 2[ , ],[ , ]x x x x 上对函数 ( )f x′ 分别使用罗尔定理， 

存在 4 1 3( , ),x x x∈ 使得 4( ) 0f x′′ = ，存在 5 3 2( , ),x x x∈ 使得 5( ) 0f x′′ = ， 

在区间 4 5[ , ]x x 上对函数 ( )f x′′ 使用罗尔定理，                  

存在 4 5( , ) ( , )c x x a b∈ ⊂ ，使得 ( ) 0f c′′′ = 。   

 

6. 设函数 ( )f x 在 ( )0,+∞ 内二阶可导，且 (0) 1, (0) 1f f ′= < ， ( ) ( )f x f x′′ < ， 

证明：对于任意的实数 0x > ，有 ( ) xf x e< 。（14 分） 

证明：令 ( ) ( ) ,xg x f x e−= 则 (0) 1g = ，  

( ) [ ( ) ( )] ,xg x f x f x e−′ ′= − (0) 0g′ < ，（下证： ( ) ( ) 0f x f x′ − < ） 

令 ( ) [ ( ) ( )] ,xh x f x f x e′= −  则 (0) 0h < ，   

( ) [ ( ) ( )] ,xh x f x f x e′ ′′= −  因为 ( ) ( )f x f x′′ < ，故有 ( ) 0h x′ < ， 

即 ( )h x 在 ( )0,+∞ 内递减，于是当 0x > 时，有 ( ) (0) 0h x h< < ， 

故有[ ( ) ( )] 0xf x f x e′ − < ， 即 ( ) ( ) 0f x f x′ − <  

从而有 ( ) [ ( ) ( )] 0xg x f x f x e−′ ′= − < ，  

即 ( )g x 在 ( )0,+∞ 内递减，于是当 0x > 时，有 ( ) (0)g x g< ， 

即 ( ) 1xf x e− < ，也即 ( ) xf x e< 。        
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7. 计算曲线积分 2( ) (2 )x x

L
I y e ay dx ye a dy= − + −∫ ，其中 L为任一从点 (3, 2)A

指向 (2,1)B 位于线段 AB上方的光滑曲线弧，且 L与线段 AB所围的平面区域

的面积等于常数b。（（14 分）） 

解：记 2 2x xP y e ay Q ye a= − = −， ， 则 2 2x x

y xP ye a Q ye= − =， ，  

    添辅助线段BA，弧 L与线段BA所围的区域为D，则 

   
2 2( ) (2 ) ( ) (2 )x x x x

L BA BA
I y e ay dx ye a dy y e ay dx ye a dy

+
= − + − − − + −∫ ∫  

     
2( ) ( ) (2 )x x

x y
BA

D

Q P dxdy y e ay dx ye a dy= − − − + −∫∫ ∫    

  
2( ) (2 )x x

BA
D

adxdy y e ay dx ye a dy= − − + −∫∫ ∫                                                 

2( ) (2 )x x

BA
ab y e ay dx ye a dy= − − + −∫    

又线段BA的方程为 1y x= − ，         

2 2( ) (2 ) (2 )x x x x

BA BA BA
y e ay x ye a dy y e dx ye a dy aydx− + − = + − −∫ ∫ ∫  

3
2 2 (3,2) 2 3

(2,1) 2
2

1
( ) ( 1) ( ) | ( 1) |

2

x x

BA
d y e ay a x dx y e ay a x= − − − = − − −∫ ∫            

3 2 3 23 5
4 4

2 2
e e a a e e a= − − − = − −    

故  2 3 5
4

2
I ab e e a= + − +  。  （注：算线段BA上的积分也可直接算） 

8．注：一年级同学做 题（A）; 高年级同学做题（B），否则解答无效。（14 分） 

（A）设 1 2 2 1( ) cos cos ( 1) cosn n n

n n n nf x C x C x C x−= − + + −L ，证明： 

（1）对任意的正整数 n，方程
1

( )
2

nf x = 在区间 (0, )
2

π
内仅有一个根； 

（2）对 (0, )
2

nx
π

∈ ，满足
1

( )
2

n nf x = ，有 lim
2

n
n
x

π
→∞

= 。 

证明：（1）由 1 2 21 ( ) 1 cos cos ( 1) cos (1 cos )n n n n

n n n nf x C x C x C x x− = − + + + − = −L  

得 ( ) 1 (1 cos )nnf x x= − − ，易知 ( )nf x 在区间[0, ]
2

π
上连续， (0) 1, ( ) 0,

2
n nf f

π
= =    

由介值定理，存在 (0, )
2

nx
π

∈ ，使
1

( )
2

n nf x =  ，又 1( ) (1 cos ) sin 0n

nf x n x x−′ = − − < ， 

故方程
1

( )
2

nf x = 在区间 (0, )
2

π
内仅有一个根；   
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（2）因为
1

( ) 1 (1 cos ) ,
2

n

n n nf x x= − − =  故有
1

(1 cos ) ,
2

n

nx− =    

即
1

cos 1 ,
2

n
nx = −   有 lim cos 0,n

n
x

→∞
=   

于是有 lim lim arccos(cos ) arccos(lim cos )
2

n n n
n n n
x x x

π
→∞ →∞ →∞

= = = 。 

(B)．设数列{ }na 满足： 0na ≠ ，且 lim 2n

n

a

n→∞
= ，证明：级数 1

1 1

1 1
( 1) ( )n

n n na a

∞
−

= +

− +∑ 条件收敛。 

证： 由 lim 2n

n

a

n→∞
= ，得 lim n

n
a

→∞
= +∞，  

   另据极限的保号性，存在正整数 N，当 n N≥ 时，有 0na > ，  

又

1

lim lim 2
1

n

n n

n

an

n

a

→∞ →∞
= = ，因级数

1

1

n n

∞

=
∑ 发散，于是由比较判别法的极限形式，知 

正项级数
1

n N na

∞

=
∑ 发散，且发散到+∞，于是

1

1

n N na

∞

= +
∑ 也发散到+∞， 

于是级数 1

1 1

1 1 1 1
| ( 1) ( ) | ( )n

n N n Nn n n na a a a

∞ ∞
−

= =+ +

− + = +∑ ∑ 发散， 

故 1

1 11 1

1 1 1 1
| ( 1) ( ) | | |n

n nn n n na a a a

∞ ∞
−

= =+ +

− + = +∑ ∑ 发散，  

又级数 1

1 1

1 1
( 1) ( )n

n n na a

∞
−

= +

− +∑ 的前项 n和 

1 1

1 2 2 3 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)n n

n

n n n

s
a a a a a a a a

− −

+ +

= + − + + + − + = + −L  

  又 lim n
n
a

→∞
= +∞， 故 1

1 1 1

1 1 1
lim lim( 1)nn
n n

n

s
a a a

−

→∞ →∞
+

= + − = ，         

 级数 1

1 1

1 1
( 1) ( )n

n n na a

∞
−

= +

− +∑ 收敛，原级数 1

1 1

1 1
( 1) ( )n

n n na a

∞
−

= +

− +∑ 条件收敛。 


